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SOMMAIRE

Ce mémoire présente une étude sur le design des stents afin qu’un produit mis
sur le stent soit uniformément diffusé dans une section d’artere. Cette étude a été
principalement consacrée a la question du nombre optimal de struts que le stent
possedera afin de distribuer le produit.

Un modéle simple de la section d’artére, qui ne comprend que la lumiére et
la paroi, est représenté par deux cylindres concentriques de rayons différents.
La concentration du produit est donnée par les équations de diffusion-transport
dans la lumiére et de diffusion dans la paroi. Des conditions aux frontiéres et aux
interfaces sont imposées ainsi que des conditions initiales.

On intégre la concentration par rapport au temps afin de pouvoir travailler
avec la dose et on réécrit les équations sous forme variationnelle. Ensuite, on fait
les hypothéses que la mince couche de produit qui recouvre le stent peut étre
réduite & zéro et on étudie le cas lorsque le nombre de struts qui compose le stent
tend a 'infini tout en gardant la surface de contact constante, ce que ’on désigne
par le stent asymptotique.

Avant d’effectuer des simulations numériques, on normalise le tout pour tra-
vailler avec des équations dont les variables sont sans dimension.

Pour résoudre numériquement ce probléme, on exploite la symétrie cylindrique
en réduisant le probléme de la dimension 3 & la dimension 2 et on maille la
surface génératrice 2-D qui représente la section d’artére sous étude. On résoud
le probléme pour les cas N = 4, 16, 64 struts ainsi que pour le cas asymptotique
grace a un logiciel fourni par André Garon qui résoud 1’équation convection-
diffusion par une méthode SUPG. On conclut que lorsque le nombre de struts

augmente, la diffusion du produit est plus uniforme dans la paroi mais que le
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produit demeure dans la région cible. Dans le cas asymptotique, le transport du
sang dans la lumiére a pour effet d’acheminer le produit au dela de la région
cible. Ceci est un phénomeéne qui est favorable dans la convalescence du patient
puisque ceci peut réduire la possibilité de resténose si le produit posséde un agent
qui empéche la prolifération des cellulues lisses qui provoquent la resténose.

Les résultats de ces simulations doivent étre utilisés en relation avec les études
sur Deffet de différents produits sur les phénoménes biochimiques se produisant
dans la paroi. Il est clair qu'une dose minimale est nécessaire pour retarder la
prolifération des cellules musculaires lisses, mais une dose excessive peut aussi
étre nocive. Ce sont les expériences en laboratoire ou les modélisations plus fines
des différentes couches de la paroi qui pourront orienter les travaux subséquents
sur le design de stents en vue d’une application plus immédiate en cardiologie

interventionnelle.

Mots clefs : Modélisation, design géométrique, homogénisation, sténose, stent,

dose, diffusion, transport, cardiologie, passoire de Neumann.



ABSTRACT

This thesis investigates the design of stents to uniformly distribute a product
deposited on its surface along a segment of artery. This study has primarily
focused on the question of the optimal number of struts that the stent will have
in order to distribute the product.

A simple model of the artery section, that is composed of only the lumen and
the arterial wall, is represented by two concentric cylinders of different radii. The
concentration of the product is given by the diffusion-transport equation in the
lumen and the diffusion equation in the wall. Boundary and interface conditions
are specified as well as initial conditions.

We integrate the concentration with respect to the time variable in order to
work with the dose and we rewrite the equations in variational form. We then
make the assumption that the thin layer of product that covers the stent can be
reduced to zero and we study the case when the number of struts that make up
the stent goes to infinity while keeping the contact surface constant, which we
refer to as the asymptotic stent.

Before performing numerical simulations, we normalize everything in order to
work with equations where the variables are without dimensions.

To numerically solve this problem, we exploit the cylindrical symmetry by
reducing the problem from 3-D to 2-D and we mesh the 2-D surface that ge-
nerates the cylinder that represents the artery section under analysis. We solve
the problem for the cases of N = 4, 16, 64 struts and the case of the asymptotic
stent thanks to a software provided by André Garon that solves the convection-
diffusion equation using a SUPG method. We conclude that when the number of

struts increases, the diffusion of the product is more uniformly distributed in the
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arterial wall but that the product remains in the targeted area. In the asymptotic
case, the blood flow in the lumen causes the product to be transported beyond
the targeted area. This phenomenon is favorable in the patients convalescence
because it might reduce the possibility of restenosis if the product carries an
agent that prevents the proliferation of smooth muscle cells responsible for the
restenosis.

"The results of the simulations must be interpreted in relation to the investiga-
tion of the effect of various products on the biochemical phenomena occurring in
the wall. It is clear that a minimal dose is required to slow down the proliferation
of smooth muscle cells, but an excessive dose might be toxic. Laboratory expe-
riments or finer modeling of the different layers making up the wall will orient
subsequent work on the design of stents in view of more direct applications in

interventional cardiology.

Key words : Modeling, geometrical design, homogenization, stenosis, stent,

dose, diffusion, transport, cardiology, Neumann sieve.
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INTRODUCTION

Dans le passé, lorsqu'une personne souffrait d’une maladie cardiaque telle
que la sténose d’une artére ou d'une dissection aortique! qui peut entrainer
I'athérosclérose?, le seul recours que cette personne était de subir une inter-
vention chirurgicale majeure (i.e. une opération & cceur ouvert). En 1984, Do-
minik M. Wiktor (un ingénieur électrique) subissait une telle opération afin de
rectifier une dissection aortique. Aprés 'opération, il s’est demandé si une telle
réparation vasculaire ne pouvait pas étre accomplie par une intervention chirur-
gicale moins traumatique pour le patient et il a commencé & se renseigner sur
’angioplastie3.

Ainsi, il a développé le premier stent dit stent de Wiktor. En gros, il ressemble
a un ressort comprimé (le stent) que on attache au bout d’un cathéter* qui est
muni d’un ballon & son extrémité. En effet, le ballon (dégonflé) est recouvert par
le stent. Lorsqu’on introduit le cathéter dans ’artére qui est bloquée, le ballon
est gonflé et le stent est déployé jusqu’a ce que son nouveau diametre coincide
avec celui de la lumiére de l'artére et le stent se retrouve collé sur la paroi interne

de l'artére. Ensuite, le ballon est dégonflé et le cathéter est retiré de ’artere.

1Une condition ot il y a saignement dans et le long de la paroi de I’aorte (’artére majeure

du cceur). Cette condition peut aussi causer un gonflement de I'aorte (anévrisme).
2Epaississement et perte d’élasticité des parois internes des artéres, accompagnés de for-

mation d’athéromes qui sont des lésions circonscrites de la surface interne d’une artére, sous
forme d’une plaque jaunitre, formée par le dépot de petits nodules gras, et provoquant la
dégénérescence des régions affectées.

30pération visant & réparer ou remodeler un vaisseau.

4Tige pleine ou creuse servant & explorer, & dilater un canal, un orifice ou & introduire ou

prélever des liquides.



(O]

F1G. 0.1. Stent de Wiktor tel qu'illustré dans le brevet U.S. No. 4,886,062.

Quoique moins traumatique pour le patient, cette méthode peut avec le temps
provoquer une thrombose® diie au fait que lors du déploiement du stent, la paroi
de l'artére subit des déchirures. Ces blessures vont provoquer la prolifération de
cellules lisses. Il en résulte dans plusieurs cas une resténose de 'artére. Afin de
prévenir ceci, les stents sont maintenant recouverts d’un produit qui réduit la
prolifération des cellules lisses et retarde ou élimine la resténose.

Dans ce qui va suivre, on va se concentrer sur la recherche de la forme du
stent afin de pouvoir soigner la région cible avec le moins de produit possible.

Tout d’abord, quelques remarques préliminaires. On utilise un modele assez
simple de la lumiére et de la paroi de l'artére : la région entre deux cylindres
concentriques assez longs afin de ne pas influencer le design dans la petite région
occupée par le stent. On suppose que le stent est composé d’un nombre fini de
struts qui sont des anneaux de rayon R sans épaisseur et de largeur uniforme.
Dans son état non-déployé, toutes les struts® sont alignées les unes & coté des
autres sans aucun espace entre elles et elles forment un cylindre d’épaisseur nulle
et aire totale égale a 2mrRpL;, ou R est le rayon du cylindre et pL, est sa longueur
totale. La densité du produit par unité de surface c,; est constante et la masse

totale de produit est m = c,2nRpL,, donc fixée. Lorsque le stent est déployé, de

SFormation d’un caillot dans un vaisseau sanguin ou dans une des cavités du coeur.

6Dans notre contexte, le terme strut est utilisé pour désigner les parties du stent qui sont
appuyées contre I'intérieure de la paroi de I'artére afin de garder la lumiére ouverte pour que
le sang puisse circuler. La strut peut etre comparée & un étai (grosse piece de bois, de métal
destinée & soutenir provisoirement) ou & un étrésillon (piece de bois qui soutient les parois d’une
tranchée ou d’une galerie de mine, un mur qui se déverse ou qu’on reprend en sous-ceuvre). Dans
le cas ol le stent est de la forme d’un ressort hélicoidale, les struts sont les anneaux du ressort.

Il y a cependant d’autres configurations comme des treillis.
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I'espace est créé entre les struts et la longueur de la nouvelle région occupée par
le stent est Ls. Le nombre 0 < p < 1 est le rapport entre la surface occupée par
les struts et la surface totale, 2rRL;, occupée par le stent deployé. On peut se
référer a p comme le rapport de déploiement.

On étudie la distribution de la dose totale du produit diffusé dans la paroi juste
au-dessus du stent en fonction du nombre de struts tout en gardant I’aire totale
du stent, la densité par unité de surface du produit et le rapport p fixés. Ceci
veut dire que le nombre de struts augmente tandis que leur largeur et 1’espace
entre deux struts diminuent. On peut obtenir les équations pour la dose associée
au stent asymptotique et étudier la dose totale absorbée par la paroi. Lorsque le
produit est appliqué a 'intérieur et a l'extérieur du stent, le modele asymptotique
prédit que les deux cotés contribuent a augmenter la dose totale absorbée par la

paroi.

Fi1G. 0.2. Quelques configurations de stents.



Chapitre 1

EQUATIONS DE LA CONCENTRATION ET
DE LA DOSE

1. GEOMETRIE

Considérons une section cylindrique d’une artére de longueur H o un stent
va étre inséré. Pour simplifier, on suppose que l'artére est constituée de deux
régions homogenes : la lumiére et la paroi. Des modeles plus réalistes de la paroi
avec plusieurs couches peuvent étre considérés, mais dans notre cas le modele
simplifié va suffire. Avant I'insertion du stent, on fait ’hypothése que la lumiére
est 'intérieur d’un cylindre ouvert

def

Cr = {(z1,79,2) : 3+ 22 < R, 0<z< H} (1.1)

de rayon R et de longueur (de la portion de l’artére sous étude) H. La paroi est

le domaine ouvert

Cr+e\Cr (1.2)

entre le cylindre fermé Cr et le cylindre ouvert

def

Crie = {(z1,22,2) 1 2} + 22 < (R+E)?%, 0<z< H} (1.3)

de rayon R+ E et de longueur H, et E est 1’épaisseur de la paroi.
Un stent d’épaisseur nulle et de longueur Ly < H va étre déployé dans la

région ciblée

<z< .
5 SZS (1.4)

= de _Ls s
Edzf{(zl,xg,z):zf+x§=R2, il H+L}
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de l'interface entre la lumiére et la paroi. Le stent actuel va étre caractérisé
par un sous-ensemble ouvert &, de la surface & (cf. par exemple un des motifs
périodiques dans la Figure 0.2). Par construction, la région  est centrée en H /2

a une distance
def
20 = (H—Lg)/2>0 (1.5)

des frontiéres de Cryp en z = 0 et z = H qui sont des frontiéres artificielles
introduites pour l'analyse du probléme. La longueur de la section de Partére H
est par hypothese beaucoup plus grande que L afin que I'effet d’introduire une
frontiére artificielle en z = 0 et z = H soit négligeable. La région ¥ ne touche
donc pas les frontiéres du cylindre Cryp d 2=0et & z = H.

Le stent d’épaisseur nulle est recouvert avec un produit dont l'effet est de
guérir les blessures subies par la paroi aprés 'introduction du stent. Ce recouvre-
ment peut exister de chaque c6té du stent. Les régions occupées par le produit

sont notées

QF ef {(:I;l,xQ’Z) : (R\;mz—%,z) €X,et R< \/x%+m§<R+e+},
1 T I3

(1.6)
~_ def I, .- —
Qs = {(.’L‘l,mz,Z) : (Rﬁ,z) € 23 et R—e < \/l‘%'f‘.’lf% < R},
(1.7)
Q def Q+ AN —
s = QFuQ; (1.8)

ol et et e~ sont les épaisseurs respectives des recouvrements extérieur et intérieur
de X,. Pour simplifier on appellera produit la région QF U )7 occupée par le
produit. Une fois le stent introduit, les régions ; et Q, occupées par la lumiére

et la paroi sont définies comme suit

~ def
Qs

~ def
Q, =

Cr\Q; (1.9)

Crye\QF U Cp. (1.10)

Mathématiquement €, Qp et Qf sont des domaines ouverts dans R3.
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Ql —__\\
BN
P 4
0 --=---=-==-
A
r A
Qp -~ T
Ql —E - = ‘/l_ -
0 / B
Q, o0 / H

F1G. 1.1. Schéma représentant la lumiére €, le produit Q; et la
paroi Qp dans R? et les surfaces 2-D € pour la lumiére, 2, pour

le produit. et €2, pour la paroi qui les générent.

r A I
Fpi . e e e (G e  s— 1_‘po
Flz Flp Fls Flo
-
Lo

Fic. 1.2. Représentation schématique en dimension 2 des

frontiéres et des interfaces.

C’est le design du domaine ¥, qui serait 'objectif final de notre analyse. Il y a
plusieurs aspects qu’il faut prendre en considération lors du design. Par exemple,
le stent doit etre mécaniquement assez solide afin de pouvoir garder la lumiére
ouverte. Ici, on néglige cet aspect et on se concentre sur la diffusion du produit
dans la paroi. Pour simplifier, on considére un stent périodique (dans la direction
z) avec une symeétrie cylindrique. De plus, on fait ’hypothése que le stent est
recouvert seulement sur sa surface extérieure, i.e. ¢ =0, Q; = @, et Q, = Q}
(cf. Figure 1.1). Ainsi, ’hypothése est que le produit est un domaine composé de

N anneaux plats équidistants les uns des autres dont la largeur est A et I’épaisseur
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est e = e’ et qui est situé dans la région entre le rayon R et le rayon R + e. Les

points milieux de chaque anneaux sont situés aux coordonnées
{:j:lSiSN}.‘ 30<31<:2<"'<:N<20+L57 (111)

le long de I'axe z comme illustré dans la deuxiéme partie de la Figure 1.1. Ainsi,
tous les anneaux sont contenus dans la région 3. Les domaines (), Q,, et Q, et
les interfaces & et ¥, sont générés par la rotation des domaines ouverts 2-D ),
2, et €5 et des interfaces ¥ et ¥; (cf. Figure 1.1) autour de I'axe I'g. Dans ce
qui va suivre, les objets qui posseédent un tilde vont représenter les objets en 3-D
générés par la rotation autour de I'axe I'y.

La frontiere I'; = 9 de la lumiere ) est composée de quatre parties :
- is, I’interface entre Ql et la région Q. occupée par le produit ;
- f‘lp, P’interface entre ) et la région Qp occupée par la paroi ;
- T4, la partie de la frontiere de € ot le sang entre;
- T, la partie de la frontere de €, ou le sang sort.

Les surfaces génératrices correspondantes sont X, 'y, I'i;, [, autour de 'axe de
symétrie des cylindres I'y (cf. Figure 1.2).

La frontiere f,, = 8(2;, de la paroi Qp est composée de cing parties :
- f‘lp, I'interface entre Qp et la région Ql occupée par la lumiére ;
- f‘ps, I'interface entre Qp et la région Q, occupée par le produit ;
- f‘pi, la partie de la frontiere de Qp ounz=0;
- f‘,,o, la partie de la frontiere de Qp ounz=H,;
- Tr+g, la frontiére latérale extérieure du cylindre de rayon R + E.

Les surfaces génératrices correspondantes sont I';,, T'ps, Ipi, T'po, €t la frontiere
supérieure 'p1p a 7 = R+ E (cf. Figure 1.2).

La frontiere I'; = 8 du produit Qs est composée de deux parties :
- ¥, linterface entre € et la région Q occupée par la lumiére;
- fps, I'interface entre €2, et la région Qp occupée par la paroi.

Les surfaces génératrices correspondantes sont X5 et I'ps (cf. Figure 1.2).



2. EQUATIONS DE LA CONCENTRATION
Tout d’abord, on fait I'hypothese que le fluide (ici le sang) dans la lumiére est
incompressible, c’est-a-dire que
divu = 0 dans €, (2.1)

ol u est la vitesse du fluide. De plus, on suppose que

w-n <Osur [y etu-n >0sur Iy (2.2)

w-n=0sur X, UTy,. (2.3)

Le produit scalaire de deux vecteurs u = (uj,u, u3) et v = (vy,vs,v3) dans R3

est noté

3
def
Uu-v = E U; U;.
1=1

La premiére condition signifie que le sang entre par la surface T; et sort par la
surface I'j,.

On suppose que la concentration c¢(z,t) du produit dans le fluide est donnée
par I’équation de diffusion-transport dans la lumiére et par les équations de dif-

fusions dans la paroi et dans le produit :

% = div(D,Vc) dans Q, (2.4)
Jc . A
Fri div(DsVc) dans € (2.5)
Jc : s
% +u - Ve =div(D,Ve) dans Q, (2.6)

ou D,, Ds; et D; sont les constantes de diffusion respectives dans la paroi, le
produit et la lumiere. Grace & la condition d’incompressibilité (2.1), la derniére

équation peut etre réécrite

% = div(D,Vc — cu) dans €, (2.7)

puisque

divu=0 = div(cu) =Vec-u+edivu=Vec-u.



Les conditions frontiéres sur ¢ sont

( a 5

c=0 ou g _ 0 surlgrig
. ony
paroi ¢
de ~ -

I =0 surl'pUT,,

t ”a (2.8)
D,a—: —u-mec=0o0uc=0 sur f‘“

lumiére  « :

ﬁ =0 sl

\ (9711 loy

ol n,, 1y et ng sont respectivement les normales unitaires extérieures a €2, {); et

Qs.
La premiére combinaison de conditions frontiéeres
B dc .
c=0suwrppg e Di— —u-nc=0surly
a’n[
s’expliquerait de la facon suivante. La concentration est nulle sur la surface externe
de la paroi s’expliquerait par la présence des vasa vasorum! qui absorberaient le
produit instantanément. Quant aux conditions frontieres a 'entrée I'; et a la
sortie I'}, de la lumiére, ce sont des conditions de transparences semblables a
celles utilisées dans [1]. Ceci permet un peut la diffusion arriére a 'interface I';.
La seconde combinaison de conditions frontieres
oc - -
— =0sur'gg e c=0surly
ony,
correspond & un autre modeéle ou il n’y a pas de diffusion a travers la surface
externe de la paroi d’une part et ou 'on suppose que la surface d'entrée I'; est

suffisamment loin de la région du stent pour que la concentration soit nulle sur

Ty

1Réseau de petits vaisseaux dans I’avantice qui fournissent de l'oxygéne et des nutriments
aux plus grosses veines et artéres. L’aventice est la derniére couche qui forme la paroi du vaisseau

sanguin.
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Les conditions sur ¢ aux interfaces sont

0 0 -
paroi/produit ngnc—p + Dsa—ni = 0 sur ['p,
0 0 N
paroi/lumiere Dpa—:p + Dla—; =0 sur I'y (2.9)
+

=Oetai=03urf)s.
Ts Gnl

produit/lumiére
Rappellons que le stent crée une fisuure le long de l'interface entre Qj et Qs' si
et > 0 et e= > 0, ou encore entre {2 et la lumiére Q si e* > 0 et e” = 0. Il
y a donc dans les deux cas une trace supérieure ¢t et une trace inférieure ¢~ de
la concentration le long de l'interface 3. & est composé de N fissures en forme
d’anneaux dans le domaine de dimension 3 et différentes conditions frontieres

peuvent étre spécifiées de chaque coté de ces fissures.

La condition initiale est
co(z), dans Q,
c(0,z) = o (2.10)
0, dans €, U €,

pour une fonction positive co(z) > 0 représentant la concentration initiale du

produit au temps 0 dans la région 2 occupée par le produit.

3. EQUATIONS DE LA DOSE

La dose est la concentration cumulative en une position donnée z par rapport

a tous les temps variant de 0 & l'infini, c’est-a-dire

o(z) & /0 N c(t, z) dt. (3.1)

Puisque toutes nos équations sont linéaires, il est facile d’obtenir les équations, les
conditions frontiéres et les conditions d’interfaces pour g & partir de celles pour c.
En supposant que ¢(t, z) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0, les équations pour

la dose g(z) sont
div(D,Vgq) = 0 dans (3.2)
div(D,;Vq) = —co dans Q (3.3)

div(D,Vq — qu) = 0 dans . (3.4)
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Les conditions frontiéres sont

( .
g=0 ou %=O sur I'py g
paroi ¢ P
0q N N
I =0 surl,UT,
n
) ”a (3.5)
Dla—z—u-nlq=0 ou g=0 sur f‘li
lumiere 4 !
ﬂ =0 surl
L anl lO'
Les conditions aux interfaces sont
: . dg dq -
paroi/produit D,—— Fn, + Dq B = 0 sur I'ys
aroi/lumiere D 9q +D %9 _ Osur T (3.6)
P P on, lanl v '
gt 0
produit/lumiere 8(7113 =0et b% = 0 sur .

4. FORMULATION VARIATIONNELLE DE LA DOSE

Dans cette section on construit une formulation variationnelle pour les équations

de la dose sur le domaine
O & {(zl,mg, 2) P+ |z’ < (R+E)? 0<z2< H} \5s. (4.1)

C’est un domaine ouvert borné connexe avec des fissures de dimension 2 le long
de l'interface ¥;. Ceci n’est pas un domaine Lipschitzien. L’espace de solutions

associé est le sous-espace

) premier cas : {v c H(Q) : v|p. = O}
V() ¥ ] (4.2)
deuxiéme cas : {v € HY(Q) : v|g, = O}

de H}(Q).
Pour obtenir les équations variationnelles, on multiplie premiérement les équa-

tions de ¢ par une fonction test v € V(Q) Par la suite on les integre en utilisant le

théoreme de Green et on somme le tout pour obtenir des annulations en utilisant



A A
T
R+ F
R N S AN SN e DS e
0 »
0 2y Z Z3 N

F1G. 4.1. Représentation schématique de la lumiére, du produit et

de la paroi.

les conditions frontieres et d’interfaces :

0= ~/ div(D,Vq)vdx = D,Vq-Vvdz — D, G vdl’ (4.3)
&, &, o, — Onp
/ covdr
& 5 (4.4)
= / div(D,Vq)vdz = | D,Vq-Vodz — | Dy~ ydr
Qs Qs aQ, an
0=— [ div(D;Vq—qu)vdz
u (4.5)

=/(D1Vq—qu)-Vvd:L'—/ (Dla——u-nlq>vdf.
& o, ony

Calculons les termes frontiéres. Pour la paroi
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pour le produit

Oq 0q dq”
D, dl’ = s Dy ——wvdI;
a0, * Ong v fpe  ONs /'Es on Y

pour la lumiere

/ (D—ai u-nlq>vdf‘
ady 0
=/ <Dz— u-nlq>vdF+/ (Dla——u-nlq">vdf‘
Fip 5} ony
+/ <Dla——u-nlq)vdf‘+/ <Dl—ai—u-nlq>vdl“
P, ony ' any

= Dl—vdF / Dl—vdf‘ / u-nyqudl.
f, O ony T,

On somme les identités précédentes et on utilise les conditions aux interfaces

~ Dy,Vg-Vuvdz+ | DsVq-Vvdz +/ (D,)Vq — qu) - Vvdx
0, Qs Q

=ﬁ covdzx

9q
D, 24 yar vdl
/ ”an,,”d )i Pran,”

wf D, 2% yar+ /D 4 ar
T 8TLU ong

+ [/ Dl—vdF—i-/ Dl—’udP / u-n; qudl
F[ Ty

:/_ covdm—[ u-nyqudl.
. r

lo

On introduit la forme bilinéaire suivante

a(q,v) & /Q D,Vq-Vudz + /Q D,Vq-Vuvdz

+/ (D[Vq—qu)~Vvdx+/_ u-nyqudl.
o) r

lo

Ainsi, ¢ € V(Q) doit verifier I’équation variationnelle

Yo e V(Q), a(g,v) :/_ covdz. (4.6)
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La forme bilinéaire peut étre réécrite comme

a(q,v)=/_DVq-Vvd1:—/ qu-Vvd:c—i—[ u-nqudl,
Q ]} Tio

en introduisant le coefficient de diffusion variable défini sur
D, size€ Qp
D(z) £ { D, sizefl,
D, size Ql.
La forme bilinéaire a n’est pas symétrique, mais elle est coercive sur V(Q) par les

deux conditions frontiéres (2.2) et (2.3) sur le champ de vitesse u. En effet, soit

a > 0 le minimum de D,, Ds et D;. Alors, en utilisant le fait que divu = 0

a(q,q)=/_DVq-qux—/_ qu-qum—}—/ u-ny|g|*dl’
Q Ql I-‘lo

2a/_|Vq|2dz—/_ qu-qua:—i—[ u-ny |g>dl
! o)

Plo

1
=a/|Vq|2da:—/ —u-V|q|2d$+/ u-ny|g|*dl’
o o 2 )

lo

1 1
=a/ |Vq|2d:1;—-—/ div(u|q|?) da:+—/ divulq|® dz
o 2 Jay 2 Ja,

+/_ u-ny g dl
F

lo

1
=a/|Vq|2dx——/ u-nl|q|2dF+/ u-nyg|q|?dT.
o 2 Jr, f

lo

Puisque u - n; = 0 sur f)s U flp par la condition (2.3) et
w-n <Osur Iy etu-my > 0 sur Iy,

par la condition (2.2), alors

1 1
a(q,q)za/IVqIde——/ u-nzIQIZdF+—/ u-mny|g*dl
) 2 J&, 2 Ji

T

> a [ [Val*ds = allValug,
Q

Le domaine Q a des fissures et n'est pas Lipschitz. Cependant, Q est un do-

maine spécial qui est connexe et la trace de la fonction v € V() est zéro sur
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la partie fixe Tryg de la frontiére de { dans le premier cas et zéro sur la par-
tie fixe f‘li. Les fissures se retrouvent a l'intérieur sur le cylindre de rayon R
& une distance fixe de 'extérieur de la frontiére de Q. Dans cette configuration
spéciale, on peut démontrer que l'inégalité de Poincaré est vérifiée (voir annexe

pour démonstration) :

dec > 0,Vq € V(Q), ||Q||L2(ﬁ) < C”VQHLZ(Q)'

Or, il suffit de montrer que ||Vg|| 2, est une norme équivalente a [|g|| ;g
ie.

Ja >0et 5> 0t.q. Vg € V(Q),al|Vall 2@ < lallm@ < BlIVall 2@
En effet,
”qujl(ﬁ) = ”quZ(Q) + ||VQ||2Lz(Q) 2> ”aniz(ﬁ)-
Par ailleurs,
HQ||2Hl(Q) = ”q”izm) + ”vq”iz(ﬁ) S (C2 + 1)”VQ||%2(Q)

par l'inégalité de Poincaré. Ainsi,

IVall 2@y < llallmey < (4 DIIVall 2
Ceci implique que

a(a,9) > | Vallaq) > Nl g

= L(Q)—(62+1) H(Q)

Ceci démontre que a est coercive. Donc, par le théoréme de Lax-Milgram (cf. [7]),

il existe un unique ¢ € V() solution de I’équation variationnelle (4.6).



Chapitre 2

EQUATIONS DE LA DOSE LORSQUE
L’EPAISSEUR DU PRODUIT TEND VERS
ZERO

Dans le modéle précédent, nous avons fait I’hypothése que le stent était com-
posé de N anneaux plats identiques équidistants les uns des autres de largeur A,
0 <A< L (L >0, la distance entre les centres de deux struts consécutifs), et
d’épaisseur e > 0. Dans ce chapitre, on va faire tendre ’épaisseur vers zéro tout

en gardant la quantité totale de produit dans le stent constante.

1. EQUATION VARIATIONNELLE A EPAISSEUR VARIABLE

Soit €, 0 < € < e, la variable qui représente 1’épaisseur de la région occupée

par le produit. On définit le nouveau domaine d’épaisseur € occupé par le produit

e def | R <a1* + |2 < (R+¢)?
QF = U (1,29, 2) : ,
i=1 0<z< Hand |z—2z| < )\/2

ol z; est la position du centre de la i*™® strut le long de I’axe des z. Ceci induit
un nouveau domaine pour la paroi
~ def R2 < |.’I?1|2 + |Q32|2 < (R+ E)2
Q=< (21,29, 2)
0<z2< H
N R2 < |£E1|2+|$2|2 < (R+€)2

i-1 O<z< Hetl|z—2z|<)A/2
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Pour e =0, Q0 = @ et

R? < |11]* + |zo|* < (R+ E)?

Q) = ¢ (71,2, 2)

O0<z< H

A un ensemble de mesure nulle pres Q;’,Ufli = Qg et QO = Q;Ufliufll = qufh.
Il est avantageux a ce moment d’introduire un coeflicient de diffusion variable

définie presque partout dans

D, si:veﬁf,
Dé(z) = D, sizeQ

D, SiCL‘EQ[

et la nouvelle forme bilinéaire

aE(q,v)déf/ﬁDEVq-Vvda:—/ﬁ qu-Vvda:—i—/ﬁ u-n qudl
{

lo

qui est coercive avec la méme constante o > 0 (indépendante de €) que pour la
forme bilinéaire a(g,v). Notons que a(g,v) correspond & € = e et que a(q,v) =
a®(g,v). Notons aussi que le parameétre € apparait seulement dans la définition
du coefficient de diffusion D° et pas dans le domaine sur lequel on effectue
I’intégration.

Le membre de droite initial

l(v) dzef/. covdx (1.1)

(pour ’épaisseur e) doit étre ajusté afin d’acheminer la méme quantité de produit
pour une épaisseur €. Supposons que la concentration initiale est constante et
qu’elle est égale a ¢y dans Q,, c’est-a-dire que la masse totale de produit dans la
région Q, est

def N z,+A/2 R+e

e

m:c()/ dI:COE / dz/ 2rrdr
Q, i1 Ja-A/2 R

=coNMr [(R+€e)?— R’ =|coNAre(2R+e).
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Définissons la nouvelle concentration c§ tel que la masse totale demeure m dans

le nouveau domaine €2, c’est-a-dire

N Z,4+A/2 R+e
m= [ cgdr = E / d:/ co2mrdr
Qg iz Ja—A/2 R

=cfNAr [(R+¢e)’ - R*] =|cf NAre (2R +¢).

Choisissons dans le domaine Qf occupé par le produit la nouvelle concentration

ng_efl 1 m
" eX2R+¢e)T N

et le nouveau membre de droite

£ (v) déf/_ cgudr. (1.2)
.

s

Les nouveaux problemes variationnels indexés par ¢, 0 < £ < e, sont

eV, YVoeV, a(¢f,v) = (v). (1.3)

2. EQUATION VARIATIONNELLE DE LA DOSE LIMITE

L’étape suivante consiste a déterminer s’il existe une limite g des solutions
g° lorsque ¢ tend vers zéro et de caractériser cette limite comme solution d’une
nouvelle équation variationnelle.

Théoréme 2.1. Lorsque € > 0 tend vers 0, la solution ¢° de (1.3) converge

faiblement vers la solution ¢° € V(Q) de I’équation variationnelle

Ve V@), a(¢v) = L), (2.1)

ou
0(,,) def +q Gef 1 m 2.2
0 (v) /iscsv z, = SR N (2.2)

cs est la densité surfacique du produit en kg/m?, v* est la trace de v sur le bord

supérieur de ¥, et

a’(¢° v) dzef/qu-DOVvd:c—/ qou-Vvd:E—i—/_ u-nq®vdl|  (2.3)
Q Q r

lo
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DEMONSTRATION. (i) (Convergence de ¢ vers £°). La premiére étape de cette
analyse est de trouver la limite de la forme linéaire ¢¢. La candidate est la
forme linéaire (2.2). On démontre premiérement que la forme linéaire £¢ est uni-
formément bornée par rapport a €. Considérons l'intégrale de volume qui peut

étre réécrite en coordonnées cylindriques

21+’\/2 R+e 2
/ ’UdIL‘— / dz/ rdr/ dfv(r,0,z
Q¢ —A/2

i=1

Ensuite, en utilisant ’identité

v(r,0,z) =v(R,¥6,z) —|—/ @(p, 0, z)dp,
R Op

on obtient

-,+/\2‘2 R+te 27
/_ vda:— / / rdr/ dfv(R*, 8, z2)
Q5 ; zi—Af2

1=

a;+)\/2 R+e 27
4 / / rdr / d /
5—A/2

i=1

o N z+A/2
W / iz [ doo(R*.6.2)

i=1 Y2—A/2 0
N z,+A/2 R+e R+e 27 v
+ / dz/ dp/ rdr/ dé —(p, 0, =)
; 2—A/2 R P 0 8p(
N z+A/2  porm 2
— / de = R+EU(R+,9,:) dz
o Ja-a2 Jo
z,+/\/2 2w R+s 2 o
+ / / d9/ \trer o v(p,@,z)dp
iz1 Ju—A/2 Op
€ (2R + E) N /z,+/\/2 /27r
=" YR dz dév(R*,6,2)
2R ; 2 —A/f2 0
N 2,4+A/2 R+e (R-f—&‘) 2 H
p° Ov
+ / dz/ pdp/ dH———-—(p,H,z)
; 2 A2 R 0 2p Op
2R+ ¢ +
= r
€ R /E v d

N z,+A/2 R+e 2m R+¢ 2 _ p2 v
+Z[ dz/ pdp/o dﬁLa—p(pﬂ,z).

i=1 ”1—/\/2 R 2p
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Mais
/jldp 0 de%——p—'g;(p,e 2)
s/RR+5pdp/0 de(R—“L—;L— (0.6,
<Bro K /:“,,dp/:"de (0,62
<2t /Rmspdp/:"de g—Z(p,e,w]

et

N 2,+A/2 R+e (R+£) p2 v
dz/ d / dg~———-2 F — 0,z
Z/ pdp | 2 3P0

1 J -2 R Z
N z,+A/2 QIR+ ¢ R+e 277 Ov
< dze pdp/ do |—(p,0, =
;/:,—,\/2 2R R 0 8P( )
2R+¢ 2R+e .y s . 1Y?
< dr < Q)2 / :
<e R e |Vo| dz <€ R m()" { . [Vu|® dz

Finalement, on obtient I'estimation suivante

9 o R R
/ vdz| <e fite / vt dl| + m(5)Y? / \Vou|” dz :
05 2R s Q;

Maintenant, utilisant 1’estimation précédente et la définition de ¢,

2R+s_ 1 m
2R  )\2r RN’

£
CoE

on obtient finalement I'estimation suivante pour ¢¢(v)

/cgvd:v
1 1/2
ot S\1/2 2
)\2 RN{ df"-i—m(Q) {/ |V dz] }
<e| [ 1w aes [ bt ] = ol

pour une constante ¢ puisque les traces supérieure et inférieure d’une fonction v

|6 (v)] =

dans V() sur le cylindre de rayon R (et donc la trace supérieure sur %) sont

continues (voir annexe). Ainsi, les formes linéaires £° sont uniformément bornées.
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Pour ce qui est de la convergence, a partir des estimations qu'on a trouvées

auparavant, il est facile de voir que pour chaque v € V(Q), £°(v) converge vers

(°(v) puisque

1 m = 12
< __ g0 < e QF 1/2 2
60 - ) < 5oy m@2 | [ 9o de)

tend vers zéro car le volume m(€)) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro :
Yo e V(Q), £(v) — £°(v) lorsque € \, 0.

Revenant au probléme indexé par €, 0 < € < e, I’équation variationnelle (1.3)

3¢ € V(Q), Yw e V(Q), a(¢5,v) = ££(v),

possede une solution unique.
(i) (Convergence des ¢°). Pour trouver la limite de {¢°} lorsque € tend vers
0, on considere une suite arbitraire £, tendant vers 0 lorsque & tend vers oc.

Par coercivité uniforme de a® et continuité de £
allglln @ < a%(@%6%) = () < clldlm@ et I llm@ < c/o

Comme les ¢° sont uniformément bornés dans H 1(Q), il existe ¢° € H' () et une

sous-suite de {e,}, encore écrite {e,}, tel que
g & ¢ — ¢° dans H'()-faible.
Pour la forme quadratique

a"(gn,v) déf/an-DE"Vvd:c—/_ qnu-V'ud:v+/_ U nyqnvdl,
) o r

lo

les deux derniers termes convergent

/qnu-Vvd:c+/ u-nguudl — qou-Vvdm+/ u-n;q°vdl.
Q[ flo fz[ I-“lo

Pour le premier terme, on montre d’abord que

D Vv — D° Vo dans H'(Q)-fort,
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ou

- A0
D, siz e,

D, si:vefll

En effet
0, dans Q;
(D = D°) Vv =< (D, — D,) Vv, dans
0, dans Q
= ||(D* — DY) Vol 2y < |Ds — Dyl ||Vl 12(6:) — O lorsque £ — 0.

Puisque D" Vv converge fortement vers D° Vv et g, convergent faiblement vers

q°, leur produit scalaire converge et

as"(qn,v)=[an-D5"Vvd:c—[ qnu-Vvd:v—}—/_ u-nygpvdl
Q 97]

I-‘lo

— a%(¢°,v) déf/VqO-DOVvdx—/ qou-Vvdm—i—/_ u-nq®vdrl.
Q Ql 1—‘lo

En combinant ce résultat avec la convergence de la forme linéaire ¢°» (v) vers £°(v),

la fonction ¢° € V() est une solution de 1'équation variationnelle

Yo e V(Q), a°(q® v) = £0(v).

La forme bilinéaire a°

est coercive pour la méme constante a > 0 et la forme
linéaire ° est continue pour la méme constante c. Ainsi, la solution est unique
et toute sous-suite de {¢°} qui converge faiblement va converger vers 1'élément
unique ¢° dans V(). Or, ¢¢ converge faiblement vers ¢° € V() lorsque € tend

Vers z€ro. ad

3. EQUATIONS AU SENS FORT POUR ¢°

Par définition

ao(qo,v)=/DquO-Vvdx—i—/(D[VqO—qOu)-Vvd:z:+/ w-n; ¢°vdrl,
a9 o P

lo

def 1 m
éo(v)é/i csvtdz, = RN
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oll ¢, est la densité surfacique du produit en kg/m?. A partir de I’équation varia-

tionnelle (2.1) pour ¢° on obtient les équations suivantes pour la dose ¢°(z, t)

div(D,V¢®) = 0 dans Qg

div(D,V¢® — ¢°u) = 0 dans €.

Les conditions frontiéres sont

paroi

lumiére

9

9

4 8 0 5
¢® =0 ou a—g—:o sur L g
P
q° .
a_n,, =0 surL Ul
5a°+ _
L qu— =C, SUr X
ony
4 a 0

Dli—u-nlqoro oug®=0
8n,

9q° ~
a—il =0 sur Flo
g -
= 3.
L o 0 sur

Les conditions aux interfaces sont

paroi/lumiere

0

8n1

ony,

oq° 0 ~
Dp——q— + Dl—i = 0 sur Iy,

(3.1)

(3.2)

sur I';



Chapitre 3

STENT ASYMPTOTIQUE

1. SPECIFICATION DE LA GEOMETRIE DU STENT LIMITE

Dans le design du stent, il nous reste plusieurs parametres a notre disposi-
tion : la densité surfacique du produit ¢s = m/(2r RN X), la longueur totale de
I'espace occupé par le stent Ly = NL, le rapport p = AN/(LN) = A/L entre la
largeur d’une strut A et la distance L entre le centre de deux struts successives,

et finalement le nombre total de struts N.

A L
- A
R .
e
Zpz1 2z zz  H/2 iNzg+ Ls H
- A
R
»
20 H/2 30+L5H

Fi1G. 1.1. Représentation schématique du stent lorsque le nombre

de struts N tend vers 'infini.
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Il y a plusieurs fagons de spécifier le stent. Pour simplifier, posons

o L
SV EUS @m,2) (1.1)

i=1 zi—A2<2z2<2z+)/2

1
21=ZO+L(Z—§), 1S’LSN, (12)
ot I'indice N met en évidence la dépendance par rapport & N. Rappellons que
H-L,
z20 = 5 > 0.

Ainsi, le stent & N struts et le stent asymptotique vont étre tous deux centrés
dans la région [0, H]

NL H
[ZOaZO+Ls] = [ZO,ZO+NL] C]O,H[ et Zo+—2— = E

2. PASSAGE A LA LIMITE POUR LA DOSE

Dans cette section on construit un modeéle asymptotique pour la dose ¢%, = ¢°
lorsque le nombre de struts tend vers I'infini tout en conservant la longueur L,
le rapport p, et la densité surfacique du produit c,. Encore une fois, I'indice N
de ¢% indique la dépendance de ¢° par rapport & N. Ce probléme asymptotique
ressemble beaucoup a la passoire de Neumann étudiée dans [4], [6] [12] et [13] ou
la surface plane est remplacée par le cylindre de rayon R. La motivation de ces
gens & étudier ce probleme a débutée dans les années 70 lors du développement
des premiéres plateformes de pétrole en haute mer. On voulait réduire la pression
exercée par les vagues et les courants de mer sur la structure de support. Pour
y parvenir, on a construit des structures perforées afin de permettre & I’eau de
les traverser et ainsi diminuer la pression exercée sur leurs surfaces. Une autre
application de ce design est utilisé dans les digues artificielles que ’on retrouvent
dans les ports. Ces digues servent, comme dans le cas des plateformes de pétrole,
a réduire la force des vagues et des courants lors d’une tempéte ou d’un trem-
blement de terre (tsunami') par exemple. Dans notre cas, la surface totale des
trous est constante et différente de zéro d’aprés nos hypotheses et il n'y a pas de

discontinuité de la trace de la solution asymptotique le long de l'interface 3.

10nde océanique engendrée par un séisme ou une éruption volcanique.
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Rappellons que, pour N fixé, la dose ¢% est la solution dans I’espace
) premier cas : {v e H'(OY) s vz, = 0}
Vw = V(QV) & o : (2.1)
deuxiéme cas : {v e HY(QN) : vlp, = 0}
OV € (), 20,2) : 1P + |2 < (R+ E)%, 0< z < H}\EY, (2.2)
de ’équation variationnelle

3% € Vi tel que Yo € Vy, a®(g%,v) = &% (v). (2.3)

La forme linéaire peut maintenant étre réécrite en utilisant les fonctions ca-
ractéristiques suivantes sur [0, H]
gt |15 sizeUN [z — N2,z + )\/2],

0, sinon

N :,+A 2T
e?v(v)=/ csv+dx=2/ zdzR/ df csv(R*,0, =)
ny =1 Y= é 0
H

2
=cs/ XN(z)Rdz/ dfv(R*,0,z).
0 0

La forme bilinéaire

a®(w,v) = D,Vw-Vvdz + /
Flo

20 =
2

(Dle—wu)-Vvdm‘+/ u-nwuvdl
Q

est indépendante de N. En supposant qu’il existe des constantes 0 < Ly < H et
0 < p < 1 tel que, lorsque N tend vers l'infini, LN = Ls et AN = pLs, il est clair

que la suite {xn} est uniformément bornée dans L*(0, H) et converge faiblement

H H
/ (XN)2 dz = / xnvdz = NAX=pL;= constante
0 0

= XN — P X|z0,20+L,) dans L*(0, H)-faible,

H ZO+Ls
Vo € L*(0, H), / xmodz—w/ pdz,
0 20
ou

1, z € [z0, 20 + L]
def 3
X[20,20+Ls](z) = (26)

0, sinon
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(la démonstration de la convergence est faite en annexe.). Puisque Ly = NL,
AN = pLs et p = A/L sont des constantes lorsqu’on passe a la limite, on a que

pour tout v

/d~XN R d0v(R+0 z)

1.0+Ls 27
— 2 (v) & csp/ dzR/ dfv(R*,0,z2) = csp/ v dr,
20 0 N
ol ¥ est défini en (1.4). Ceci nécessite qu’on introduise le nouveau domaine Q%
Qe L ONS (2.7)
dans le cylindre ouvert
00X {(2),20,2) : |71+ |za* < (R+E)% 0< 2 < H} (2.8)

avec un nouvel espace de solutions plus gros

) premier cas : v € H'(Q%) : |z, =0
Ve = V(O®) & { e =0}

deuxiéme cas : {v e HY(O™) : vlp, = 0}

et un espace plus petit

premier cas : {v e HY(Q% :vjz.. =0
Vo = V() & o } . (2.10)
deuxiéme cas : {v e H(Q°) : v|p, = 0}

Observons que
VN >1, VoCVyCVy

et rappellons que le terme linéaire agit seulement sur la partie supérieure de la

nouvelle fissure ¥, c’est-a-dire que

2 (v )def/pcs dr. (2.11)

Il est facile de démontrer que les solutions ¢% sont uniformément bornées dans la
norme de V,, puisque les formes bilinéaires a®(q%, v) sont uniformément coercives

et ne dépendent pas de N. En effet, on a pour chaque g%

(3, v) = 0y (v) = / ¢, vt dT
By
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et
102, ()] < cs/_ o+ do < cs/ o+ da
£ £
< ¢ [T v L2y < cs DIEE 107 1| L2 (2009
< ¢ K|SV [0y aey

par le théoreme de la trace (voir annexe pour démonstration). Or, en prenant

v = qy,
(g%, a%) = % (a}) < cs 1512 K )|a¥ ! i oo
ou
0 0 1/2
1081 g1y = { IV G2 gy + %2y}
9 1/2 . i
< {IVER 22y +  IVaQ |22y b pax Poincard
< (14 )1V L2y

Par coercivité de a®(q%, q%)

(1 +c )” N”HI(QOO) < aquNIILZ(Qoo) <a (QN’qN) <K ”qNHH1 ()

K
= gl vy < E(l +c%).

Ainsi, puisque les ¢% sont uniformément bornés, il existe une sous-suite qui con-
verge faiblement vers un %, € V., et g2, est une solution de 1'équation variation-

nelle

Vv € Vo, a’(g,v) =22 (v). (2.12)

Toutefois, cette équation est incomplete puisque la fonction test appartient a
P’espace plus petit H(€°) qui ne voit pas la fente 3. Par la convergence faible de

{q%} dans V, le saut

[ = (% —a%) s

de ¢% le long de & converge fortement :
N

[CI?V] — [qSo] dans LQ(S)—fort.



29

Par continuité de ¢% le long de la région trouée L\XY, on a

Voe L8), [ [fledr o
\ZY

Puisqu’on a déja que
XN = P X|z0,20+Ls] dans L*(0, H)-faible,
alors
Xsy — p Xy dans L?(%)-faible
et pour tout ¢ € L*(X)

0= [Q?v]sodF=[

\EN by

— [1-pxe) [l wdr = 1= p) [ fa)ear
b

by

(1 - xggv) [gv] @ dT

= Vpe (), (1-p) [dledr =0
>
Ainsi, pour 0 < p < 1,
2] =0lelongde ™ = ¢& e H(Q®) = ¢& eV

Désormais, I’équation (2.12) peut étre raffinée : la solution limite g2, est la solution

unique de 1’équation variationnelle

3%, € Vo, Vo € Vo,  a®(%,,v) = 2, (v). (2.13)

3. EQUATIONS AU SENS FORT DE LA DOSE POUR LE STENT ASYMP-

TOTIQUE

A partir de 1’équation variationnelle (2.13) pour ¢Z, on obtient les équations

suivantes pour la dose ¢2 (z,t)

div(D,Vg5,) = 0 dans O (3.1)

div(D,Vg®, — ¢%u) = 0 dans Q. (3.2)
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Les conditions frontiéres sont

4 a 0 _
g5, =0 ou I _ 0 surlpyg
: Ony
parol < 540
% = sur Tp; UT,,
n
: ; o (3.3)
Dl% —u-mqgo—O ou qgo =0 sur fh
lumiere < 540 :
Koo _ 0 surl lo-
\ 8nl
La condition & l'interface est
aq° dq° 0 sur [0
paroi/lumiere D Joo + D, doo _ g (3.4)

P ony

Bnl

pCs sur X,
ol

z}+a5+2° =R’
= (5131,1132,3) : ) (35)
z €10, H[\[20, 20 + L]

oo
Ip



Chapitre 4

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET DE
DIFFUSION-CONVECTION PAR RAPPORT
AUX VARIABLES NORMALISEES SANS
DIMENSION

Dans cette annexe les équations de Navier-Stokes incompressibles et les équa-
tions de diffusion-convection de la dose seront réécrites par rapport & des variables
normalisées en redéfinissant des variables d’espace, de vitesse, de pression, de
concentration et de dose sans dimension. Elles permettront d’exprimer tout en
fonction des nombres de Reynold et de Peclet. Ces changements de variables
vont aussi jouer un réle important dans la résolution numérique des équations au

Chapitre 5 suivant.

1. MISE A L’ECHELLE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

On commence par ’équation de Navier-Stokes

p{%+Duu}+Vp—u5u=0 dans €2

divu =0 dans (),

ou p représente la densité, u la vitesse, p la pression et v la viscosité du sang. La
vitesse u est un vecteur de R3 de composantes ug, u, et u,. Au est le laplacien

vectoriel

(&'U,)l = A’U,i, 1= 1, 2, 3.
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Si l'on introduit le tenseur de déformation e(u) du vecteur w et la divergence
vectorielle div(c) du tenseur o

def Du+ Du

e(u) 5 . [div(o)]; & div(o;) = Zf/:lajalj,

il est facile de voir que
div (2e(u)) = V(divu) + Au = Au

par la condition d’incompressibilité. On peut donc réécrire la premiere équation

sous la forme

p {% + Duu} + Vp — div (u2e(w)) =0 dans Q

divu =0 dans .

On passe maintenant a la question de la mise a 1’échelle de la premiere
équation. Pour une application & 1’écoulement dans un tube, on introduit le

diametre hydraulique

ou A est l'aire et P le périmetre de la section du tube. Ici le tube sera la lumiére
que ’on a supposée étre un cylindre de rayon R pour lequel il est facile de vérifier
que le diametre hydraulique est

4T R?

=9 R 2R.

Lo

Par convention on indique a ’aide d’un trait supérieur les variables sans di-

mension :

= LoZ, y= Loy, z= Loz, t=Tot

UZU()’U,, p__P{]p

Il reste a déterminer les parametres caractéristiques Ty, Up, et Fy afin d’obtenir

I’équation sans dimension. On substitue et on dénote avec une barre supérieure
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les opérateurs différentiels par rapport aux variables non-dimensionalisées

U ou Ug = B - Us 2
20 Py — p=2AG =
{To ot L, PRt VP pphu=0

8u TOU() = _ _ T()Po = _ TOUO X _
811 T()U()—__ ToP() = _ TO 2 _
gu — =2 Aa=0.
{ ot * Ly uu} N onLovp upLg ¢

On choisit

def Lo def .9 PUoLo
T2 p¥ 2=
0 an 0 0 TO

et I’on introduit le nombre de Reynold

aef pUoLo _ pLj

Re .
% pIo

Il vient alors

+ Daa+ V- —Aa=

92.‘[ &

Re
2. MISE A L’ECHELLE DES EQUATIONS DE DIFFUSION-CONVECTION

Pour les équations de la concentration ¢

% = div(D,Vc) dans §,
dc
i div(D,Vc) dans €,

%€ tu.Ve=div(DVe) dans &

ot

avec la condition initiale

0, dans QU Qp
c(0) = i
co, dans ;.

On appplique la méme mise & 1’échelle avec

Coc(t,z, 9, 2) = c(Tot, LoZ, Loy, LoZ).



11 vient alors

Cy e
To Of

ou, apres simplification,

de

at

34

%’% _ div (ng" va)

G2 o (Zeve)
U;foa Ve =div (DI’? Vc)
g_—? = div ( Ulg)zo 75)

% — div <U’jzovc>
szou - Ve = div ( ?[llo ?c’) .

En utilisant la définition de Uy et en introduisant les nombres de Peclet

aet UoLg aef UoLg aef UpLo
P = — P = — P s = y
e D, ep D, , e D,
il vient
0e - 1 -
g—t_ = le (—PEVC>
oc - 1 _
5 = dv (Pes C)
de _ - 1 -
— 4+ u-Ve=div| =—Veé
57 u- Ve v (Pel c)

avec la condition initiale

0, dans Q_l UQ_,,

[&]

ot dans €.

Pour les équations de la dose, on pose

q(z,9, %)

def
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Par définition de ¢

o0
a(z,9,2) / e(t, 7,9, =) dt
0

= / C(Yﬂot_1 Loi‘ Log‘ Lof) To dt_
0

o0

= Co(t,z,7,2) Todt
0

=C'0To/ &(t,z,7,2) dt = CoToq(Lo, Loy, LoZ).
0

Le facteur de normalisation (' qu'il reste & fixer sera déterminé & partir de la

nouvelle variable

QO def COTO

de fagon que

q(Tot, LoZ, Log, LoZ) = Qoq(t. z. 9, 2).

Les équations de la dose ¢° lorsque 1’épaisseur du produit tend vers 0 tout en

conservant la masse totale de produit reste constante

_om
" 27RAN

m = cgNAme(2R + e), ¢

sont

div(D,V¢°) = 0 dans Qg (2.1)

div(D;V¢® — ¢®u) = 0 dans Q. (2.2)
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Les conditions frontieres sont

( 9a° ~
®=0 ou 9 _ 0 surlreg
ony
: 9q° ==
paroi ¢ a_n,, =0 surlpUT,
Halt -

Dpai— =c; SuUr g

S (2.3)

4 a 0 ~
Di—=— —u-m¢=00u¢g®=0 surly

8nl
N 9q° .
lumiere < 9 _ 0 surly,
anl
q° -
=0 surX,.
\ 8n, s
Les conditions aux interfaces sont
Oq° q° ~
paroi/lumiere Dpa—zp + Dla—ZLl = 0 sur I['y,,. (2.4)

Les équations de la dose ¢° lorsque I’épaisseur du produit tend vers 0 tout en

conservant la masse totale de produit reste constante

c..A €, R ¢ m m

_ CO A7/X (oD | = :
= O Nxre@R+e) = ANLr Ll ¢ £y -
m= g NAmeRR e = N Cr 1) = Gl T 0oL
_ m Col s Cs

“T wRAN ~ 2EAN  Colo  Qulo

sont
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ou les domaines et frontiéres coiffés d’une barre sont les domaines et frontieres

non-dimensionalisés. Les conditions frontiéres sont

( 5-0 _
3 =0 ou 9 _ sur I'pi g
ony
paroi  { Ez; =0 swlyuUly
1 a_—(H- —
Do éq =C, Sur X,
e Oy (2.7)
(103 -0 -0 =
— = —u-mqg =0ougqg =0 surly
Pel anl
370 _
lumiere ¢ ?i =0 surly
87L1
oq* =
—— =0 sur X,.
\ 8711 s
Les conditions aux interfaces sont
1 87° 1 0g° =
paroi/lumiére g A _ 0 sur L. (2.8)

Pe, On, ~ Pe, Ony

On remarque que la dose §° est proportionnelle & ¢,. Il suffit donc de résoudre
le systeme pour un ¢, particulier et de multiplier le §° par un facteur adéquat.
Pour des considérations purement numériques il peut eétre avantageux de choisir ¢
du méme ordre que 1/Pe,. Ce choix déterminera alors le facteur de normalisation

Qo (ou Cy)

Cs

Cs = = QO = = .
’ Qolo csUo
On pourrait prendre par exemple
1 Pe,
Gs=— = Qp=cs—2Z.

3. CHOIX DU PROFIL DE VITESSE u ET DE Uy A PARTIR DU DEBIT
D’ENTREE
Dans le paragraphe précédent on a introduit une vitesse scalaire caractéristique

du sang Uy. On va choisir pour Uy

[, Q débit entrant par I'y
=

7R?  surface de la section d’entrée '’
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Pour les besoins de la simulation numérique on va choisir un profil de vitesse
correspondant a un écoulement pleinement développé, ou le gradient de pression
sera aligné avec I’axe z de I’écoulement et constant. La pression variera donc de
fagon linéaire en fonction de z (voir [11] pp.207-208). La vitesse u sera donc de

la forme

ol u; = u, = 0 et u, est donné par

us(r) ¥ o [1— (%)2] , 0<r<R

Il reste & déterminer la constante o en fonction de Uy.

Par définition du débit & Dentrée T');

R
Q=—/ u-nldf‘=/ uzdfz/ u(r)2mr dr.
Ly, VR 0

Il vient alors
9 R T\2
7rRU0=Q=/O a{l—(§>}27rrdr
R 2
_ 2 _("\ |\,
—a27rR/0 {1 (R)}RdR

1
1
= a27rR2/ [1 — p2] pdp = a27rRQZ = |a
0

I
[N}
=

Le profil de vitesse est donc de la forme

R

u(r) et 20U, {1 — (1)2} , 0<r<R

ou sous sa forme non-dimensionalisée avec Ly = 2R

a.(7) € 2[1- (277, 0<7<1/2

On vérifiera facilement que pour ce profil

divu=0, Duu=0, % — 0 dans Q.
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Il reste donc
Vp — ,u&u = 0 dans .

Comme

R2
u, Ou, 4aUy  O%u, 8Uy
5~ op - R 9= 0 T AW
! 0 0
4 4 8Uy
- = — = — — =0
VP—p | 0 or 0, 0z TH R?
_8Ug
RZ
ou encore en terme du débit
op _  8Us _  8uQ

oz MR T THame
ce qui indique une chute de pression linéaire le long de l'axe des z entre I'entrée

et la sortie de la lumiére.

4. RESUME DES CHOIX DES PARAMETRES DES EQUATIONS

Dans le paragraphe précédent, on a donc choisit les quantités suivantes

Q Ly

Ly=2R, Uy=—F%= = —

0 0T xR YT,
pUQL() 9 U()LO U()LO Pep
= P = P = P = — = Cs—/—F—.
Re o o = pUy, e D ep D, , Qo=c A




Chapitre 5

RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce chapitre on réduit le probleme de la dimension 3 a la dimension 2 en
utilisant la symétrie cylindrique. On passe des variables réelles (r, z) aux variables
(7, %) sans dimension et on résoud les équations du Chapitre 4 également pour les
variables sans dimension.

Pour simplifier, on fait ’hypothése d’un écoulement stationnaire dans un tube
cylindrique (pp. 207-208 [11]). Les parameétres utilisés sont précisés plus loin aux
tableaux 0.1 et 0.2.

On résoud les équations de la dose par la méthode des éléments finis pour les

cas N = 4, 16, 64 et pour le cas du stent asymptotique.

1. MAILLAGE DU DOMAINE

La premiére étape dans le calcul de la dose est le maillage de la section d’artere
a étude. La surface génératrice 2-D de la section d’artére est un long rectangle.
En amont et en aval de la région cible ou est inséré le stent il faut utiliser des
sections assez longues pour minimiser 'effet des frontieres artificielles I'; et I,
sur le calcul de la dose. Il y a donc trois régions & mailler : I'entrée, la cible et
la sortie. La région cible a une structure périodique. On créera donc un maillage
pour chaque section élémentaire strut/inter-strut composée de la strut de largeur
A et des deux régions avant et aprés la strut de largeur (L — A)/2. Par périodicité

on répetera N fois (le nombre de struts) ce maillage.
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lartére et le sang

notation description mm | sans dimension
R rayon de la lumiere 1.5 0.5
E épaisseur de la paroi de l'artere | 0.4 0.133
Re nombre de Reynold 140.80
Pe; nombre de Peclet 108

le stent de Wiktor

notation description mm [ sans dimension
N nombre de struts 24
A=2r diametre de la strut 0.15 0.05
L distance entre deux struts 0.7 0.233
p aire du stent/2m R L 0.214
Ly longueur de la région cible 16.8 5.6

TAB. 0.1. Parametres du sang et du stent de Wiktor (longueur

normalisée par rapport & Lo = 3mm).

La théorie permet d’anticiper de fortes variations de la dose dans certaines
régions. Plutdt que de mailler uniformément et de rafiner apres, on va donc an-
ticiper et en tenir compte lors de la création du maillage.

Dans la direction de V’axe des r, lors du passage de la lumiere a la paroi, la
dose sera discontinue le long des struts. De méme dans la direction z le long de la
surface r = R on passera d’une condition de discontinuité le long des struts a une
condition de continuité entre les struts. Il faut donc prévoir de forts gradients le
long de la surface r = R dans la région cible et concentrer le maillage. Il faudra
aussi concentrer le maillage aux interfaces de la région cible avec les régions
d’entrée et de sortie.

Lorsque le nombre de struts augmente, la largeur de chaque strut va diminuer
et on s’attend & une quasi-périodicité de la solution dans la région cible. Pour tenir
compte des grandes variations du gradient de la solution pres des struts, on va

concentrer les noeuds dans la direction des axes des r et des z preés des struts dans
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la géometrie

notation description mm | sans dimension

R rayon de la lumieére 1.5 0.5
E épaisseur de la paroi de l'artere 0.4 0.133

R+ FE rayon de 'artéere 1.9 0.63333
L longueur de la région cible 16.8 5.6
2 longueur de la section d’entrée 5 1.666
2 longueur de la section de sortie 5 1.666
H longueur de ’artere 50.4 8.9333
p aire du stent/2m R L; 0.1 to 0.9

parametres de diffusion

notation description sans dimension
Pe, diffusion dans la paroi (nombre de Peclet) 108
Pe, diffusion dans la lumiére (nombre de Peclet) 108
Cs densité de surface du produit 108

TAB. 0.2. Parameétres utilisés pour la simulation numérique.

le but d’obtenir une résolution plus précise dans ces régions. La région occupée
par la strut quant a elle est maillée uniformément le long de 'axe des z. Ceci
maille la région de I’artére autour de & (cf. Figure 1.2). Pour la région avant et
apres celle occupése par le stent, la compression ne se fait que dans la direction
de I'axe des r tandis qu’une discrétisation uniforme est effectuée le long de ’axe
des z (cf. Figure 1.1).

Lorsque le nombre de struts devient trés grand, la largeur de chaque strut
devient trés petite ce qui force un maillage (taille des triangles) de plus en plus
fin de la cellule contenant la strut. Le nombre de variables & calculer devient alors
tres grand et on atteint les limites de la capacité de 'ordinateur et de la précision
des méthodes.

Ceci donne une motivation supplémentaire pour l'introduction du modele

asymptotique, non seulement du point de vue théorique mais aussi du point de
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vue numérique. Dans le cas asymptotique, il n’y a plus de variations périodiques
ou brutales dans la région cible. On peut la mailler de fagon uniforme. Il ne reste
donc plus que trois régions relativement uniformes : la région cible et les deux
régions amont et aval. Il suffira de mailler plus finement aux interfaces. La région
cible sera considérée comme une seule strut de largeur L;. Dans ce cas c’est beau-
coup plus simple a résoudre car la solution est continue le long de l'interface )y

paroi/lumiére.
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2. METHODES UTILISEES POUR RESOUDRE LE PROBLEME

Le logiciel' de résolution de ’équation de convection-diffusion utilise une
méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin). Cette méthode, qui fait
appel a des éléments linéaires & trois nceuds sur chaque triangle afin d’obtenir
une approximation continue et linéaire par triangle, stabilise la convection pour
des nombres de Peclet grand et réduit les oscillations en créant de la viscosité
numérique. La méthode marche bien lorsque ’écoulement est perpendiculaire au
front de la dose. Mais, dans notre cas le front est paralléle & I’écoulement. Pour
éviter que des oscillations se produisent & 'interface, le logiciel utilise une méthode

de capture de fronts paralléles.

3. RESULTATS DES SIMULATIONS NUMERIQUES

Dans cette section on s’intéresse a la distribution de la dose dans la paroi juste
au dessus de la région cible. Idéalement on voudrait que tout point de cette région
soit affecté par une dose minimale pour effectivement soigner celle-ci. D’autre part
il est probable qu’une dose trop forte soit toxique ou nuise au bon fonctionnement
de la paroi. Dans tous les cas il y a intérét a utiliser le moins de produit possible.
Les études numériques peuvent fournir des renseignements utiles mais ce sont
bien évidement les expériences en laboratoire et des modélisations beaucoup plus
fine de la paroi qui détermineront les bornes supérieure et inférieure qu’il faudra
imposer sur la dose.

Dans nos calculs, le parameétre que ’on a fait varier est le nombre de struts
N. Les valeurs de N que l'on a prises étaient N = 4, 16 et 64. On pourrait par
exemple chercher le nombre de struts nécessaire afin que toute la région cible soit
atteinte avec une dose minimale de produit tout en utilisant le moins de produit
possible ou encore maximiser 'intégrale de la dose dans la paroi au dessus de la
région cible.

Afin de garder le nombre de nceud dans le maillage sensiblement le méme,

chaque fois que le nombre de struts étaient quadruplé, on a divisé par 4 le nombre

11 auteur remercie André Garon de I’Ecole Polytechnique pour lui avoir donné acces a ce

logociel dans le cadre du projet RCMs sur le Design et contrile des dispositifs médicaut.
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d’éléments qui composait chaque région strut/inter-strut. On a utilisé environ
87 000 nceuds pour mailler le domaine.
Les autres essais ont porté sur le stent asymptotique ou il y a continuité de

la dose tout le long de l’interface .

3.1. Cas N =4, 16, 64

Tout d’abord, on note que la dose est presque nulle dans la lumiere car
le sang dans ’artére est hautement convectif (cf. Figure 3.1). Sur la frontiere
paroi/lumiére, on voit que la ou sont situés les struts, il y a une discontinuité de
la dose sur la surface 7 = R. Puisqu’on avait supposé que la strut était isolée de
la lumiére a l'interface paroi/lumiére, il y a une injection massive de produit dans
la paroi. On remarque que la dose diffuse tranquillement dans la paroi dans la
direction de I’axe des r mais que dans la direction des axes des z, la dose chute
assez rapidement lorsque la diffusion latérale se retrouve au-dessus de la région
entre deux struts. Ceci est dli au transport du sang qui aspire la dose qui se trouve
dans la paroi via l'interface paroi/lumiére entre deux struts et ’achemine dans la
lumiere.

Dans la Figure 3.5, on note que le nombre de struts a une influence sur la dose
maximale et minimale qui se retrouvent dans la paroi. On remarque que, lorsque
N = 4, la dose atteint des valeurs maximales non-dimensionnalisées d’environ
g ~ 0.11 aux struts et qu’elle est presque nulle entre les struts. Cependant,
lorsqu’on augmente N, ’écart entre les maximums et les minimums diminue de
plus en plus jusqu’a ce que le graphique ressemble a un plateau dans la région
cible (voir les coupes en 7 = R+ E représentant la dose en fonction de z et de N).
L’explication de ce phénomene est que comme la masse de produit largué dans
la paroi est constante lorsqu’on augmente le nombre de struts, la quantité de
produit sur chaque strut, ainsi que la distance séparant deux struts, va diminuer.
Comme la région de largage du produit est de plus en plus proche de 'interface
paroi/lumiére ot il y a continuité de la dose, la diffusion sur une petite distance
aura moins d’effet et la convection le long de l'axe des z sera de plus en plus

importante.



0.0015962 0.0032014 0.0048066 0.0064118

Fi1c. 3.1. Graphe 1 : dose en fonction de 7 et z pour N = 64.
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Fi1G. 3.2. Graphe 2 : dose dans la région aval et au début du stent.
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XYZ123-9e-06 0.0015962 0.0032014 0.0048066 0.0064118

Fi1Gc. 3.3. Graphe 3 : dose dans la région au centre du stent.
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FiG. 3.5. Coupe de la dose en 7 = R + E en fonction de z pour N = 4, 16, 64.
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F1G. 3.6. Coupe de la dose en 7 = R + FE en fonction de z pour
N =4,16,64 (zoom).

3.2. Cas du stent asymptotique

Comme pour le cas non-asymptotique, la dose est nulle dans la lumiére mais
puisqu’on on supposé que le stent asymptotique était continue le long de %, il
n'y a pas de discontinuité de la dose sur la frontiére paroi/lumiére. Ceci permet
au facteur du transport d’avoir une plus grande influence sur la diffusion dans la
paroi. Comme on peut 'observer dans la figure 3.7, lorsque le produit se diffuse,
il n’est pas restreint a la région de la paroi qui se retrouve au-dessus de X. Le
transport apar effet d’acheminer le produit plus loin dans la paroi de I’artere. Ceci
est en effet un phénomene bien voulu car lorsqu’il y a resténose, ceci se produit

habituellement plus loin dans l’artére et non pas la ou le stent fut déployé. Ainsi,
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si le produit contient un médicament qui pourrait réduire la prolifération des

cellules lisses qui provoquent la resténose, ceci sera bénéfique pour le patient.

f— 7 :
0.0001312 0.0003164 0.0005016 0.0006868 0.000872

FiGg. 3.7. Graphe 5 : graphe du stent asymptotique.
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Fi1c. 3.8. Comparaison de la dose en 1 = R + E pour le stent

asymptotique pour différents maillages.
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Fic. 3.9. Comparaison entre N = 4, 16, 64 et le stent asymptotique.
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3.3. Qualité des résultats numériques

stent asympto-

-

Malheureusement une contrainte de temps ne nous a pas permis d’effectuer

plus d’essais numériques. Ainsi, apres I'analyse des résultats numériques, on ar-

rive a la conclusion que le maillage n’était pas suffisamment raffiné et que la

compression des nceuds n’était pas adéquate dans certaines régions. C’est surtout

dans les régions avant et apres la région cible que ’on remarque ceci. Puisqu’il y

a tout d’un coup une injection soudaine de produit dans la paroi, le fait qu’il n’y

a pas assez de nceuds fausse un peu les résultats. Pour le stent asymptotique, la

montée de la dose devrait se produire plus tot. Le manque de nceuds a 'interface
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en amont de la région cible provoque un décalage et le phénoméne ne commence

pas au début de la région cible mais un peu plus tard.
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Fi1c. 3.11. Comparaison entre N = 64 et le stent asymptotique

pris avec divers maillages.
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Annexe A

INEGALITE DE POINCARE

Dans cette annexe on démontre l'inégalité de Poincaré pour le domaine
0° =00, Q°={(21,2,2) : [11)* + |22 < (R+ E)%, 0<z<H}

qui n’est pas Lipschitzien en raison de la fissure ¥ dans la surface r = R. L’espace

de Sobolev qui lui est associé est

premier cas : {v € H'(Q) Uty = 0}

deuxiéme cas : {v € HY(O™) : vlp, = O}

Le résultat demeure évidemment vrai pour tous les domaines 2V et les espaces
Vi correspondants. On ne démontre le résultat que le premier cas de condition

frontiere. Le second est analogue.

1. UN LEMME

Lemme 1.1. Pour le domaine Q™ décrit en (4.1) on a l’inégalité de Poincaré

Vq € Vo, ||Q||iz(g) < I{QHVQHQI}(Q)’

ou K est une constante indépendante de q.
DEMONSTRATION. Soit le rectangle de longueur H et de hauteur R+ E qui repré-
sente la section d’artére en 2-D. On divise ce rectangle en 4 sous-rectangles 2 U

QU3 Uy = Q) comme illustré a la Figure 1.1. Les domaines 3-D correspondant

Ql, Qg, Qg, Q4 et Q sont générés par rotation autour de 'axe ['y.
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T
A
R+E T -
2
R
0 Q3
Oy
0 »
0 <0 20 + Ls H

Fi1G. 1.1. Partition de .

Remarque 1.1. La démonstration qui suit est pour le cas 1 i.e. lorsque ¢ = 0

sur ', g. La démonstration sera semblable pour le cas 2 i.e. lorsque ¢ = 0 sur

.

On relie chaque point du domaine € par un chemin qui part de la frontiére
r Rr+E INAals qui ne passe pas a travers 3. L’idée de la démonstration est qu’il y a
une borne uniforme sur la longueur de ces chemins.

(i) Soient les points qui se trouvent dans la région Q

Soient z, r et 6 fixés.

R+E aq

4(r,2,0) = g(R+ B, 2,0) - / SLp.0)dp

R+Ea
- 9q., .
- /r 8p(p7~79)dp

R+Ea R+E a

q q
Z(p. 2 <

/T ap(p, ,9)dp‘_/r

a_p(pazvg)‘ dp
R+E ) 2
S lolr, 2 0 < [/ a—/‘ﬁ(p,:,m} dp] |

= lq(r, 2,0) =




On inteégre sur le domaine €2y :

27 R+FE zo
/ d9/ Tdr/ dz|q(r, z,0)|?
0

R+E 20 R+E g 2
/ d9/ Tdr/ dz [/ ap(p,~,9) dp]

R+E R+E 2 R+E
/ dﬁ/ 'rdr/ z/ p,~, 6) dp/ 12dp

par 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Alors

, R+E R+E a
lallz2 @, / da/ rdr/ dp/ dz(R+E—) 3 (p,~,9)
R+E
S/ d9/ dp/ TdT/ dz(R+E—r)
2 z R+E
9q
= d9/ dz/ —
/0 0 0 a

P, 2,0
p( )

2

0q
a (p”“’g)

dp/ r(R+ FE —r)dr.
0

On a que

/OPT(R+E—T)dT=/OpT(R+E)—TQd,,-: [w T;]

=w_%=é[3(R+E)—2P]

puisque p < R+ E. Ainsi,

2 R+Ep ) 8q 2
”qHLZ(Q1 S/ dG/ d —9' R‘f‘E)' ——(p,z,9) dp
0 0 0 &~ a
R+ E)? [ R+E
< (BE BN / de/ dz./ 0 1Va(p, 2, 0) dp
(R+ E)?
= = Ve, = Kl Vally

(ii) Soient les points qui se trouvent dans la région Q, :

Comme pour la région §2;, on a pour z, r et 8 fixés :

/R+E 8

2
lg(r, 2, 0)* < g%(p, 2,9)‘ dp] .

62
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On integre sur € :

27 R+E zo+Ls
/ d9/ rdr/ dz|q(r, z,0)|?
R+E z0+Ls R+E
/ 6 / / d [ /

aq ?
£ (p,~,9)§ d }

R+E ~0+Ls R+E aq
/ d0/ r(R+E —r) d'r/ / p,:,H) dp
o R+E ~o+Ls R+E dq 2
:>||q||L2(Q)_/ d9/ dr/ / dor(R+E=1) |ZL(5.2,0)
2 R+E zo0+Ls aq 2
</ d0/ dp/ T(R+E—r)dr/ dz |=(p, z,0)
R R z0 8p
On a que
P P 2 37 |P
/T(R"’E—'f‘)d’f':/ T(R+E)—7‘2d'r= {(R;(F)L_.T_:l
R 0 2 31lg
_(R+E)p2_p_3_(R+E)R2+i3
B 2 3 2 3
2 3
L (B+E)p°  F
- 2 3
3 3
1
<BHEN B LRy Ep 2R
2 3 6
p
<—@BR+EP+2R)<—@B(R+E\’+2R
< EBR+EF+2R) < &2 (3(R+ B +2F)
puisque R< p< R+ E et 0 <7 < p. Ainsi,
27 "0+Ls R+E p 3 a 2
dé E 2R 0) d
laleay < [ do [ dz [ GR Y 2R | S0 2,0)| dp
(3( )’

R+ E)*+2R%) (>~ [eoths = pREE
< 2 )/0 cw/ dz/R 0Va(p, 2, 6)[2 dp

3(R+E?+2R3
= BB (94120 = Foll Ve

(iii) Soient les points qui se trouvent dans la région Qs :
Cette région est idem a la région Q; sauf que z € [z + L, H]. Or, ceci ne

modifie pas les calculs effectués auparavant et donc on a que dans cette région

(R+E)

” ||L2(Q3) = llv ||L2(Q y T I<3||vq”i2(f2 ) K1||VQI|L2(93)

(iv) Soient les points qui se trouvent dans la région Qy :
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Soient z, 7 et 8 fixés. Pour cette région, il faut faire le chemin en deux étapes
si on veut relier les points qui se trouvent dans Q4 & I'p, g. Soit Z € {0, 2¢] fixé. On
construit un chemin qui va du point (R+ E,z,6) a (1, Z, 0) et ensuite on construit

un chemin qui va de (7. %,0) a (r, 2,0). Or,

s,
ﬁnam=qwzﬂry[5%mnﬁMn

h’@(r,nﬂ)‘ dn

= latr, 2 0) <latr 2.0+ [ |5

2

2

| %, 9)‘ dn}

s |On
dq ?
a—’f](r’ 77,9)‘ dn:| }

< 4{|q(7‘,§,9)|2+ {/:z

car (A+ B) < 2(A%+ B%)Y2. Ainsi,

:4«nawﬁs[mmsﬁn+/

|10
|«namﬁs4|«nzmﬁ+/‘\q

E‘)_n (’f‘, 7, 0)

1]

2 z
dn / 12 dn]

- 9 pls )
<4 lq(T,E,9)|‘+(:—Z)/ ’a—Z(T,n,f)) dn}

oy

On intégre sur €1y :

2 R zp+Ls
/ d@/ TdT/ dz|q(r, z,0)|?
0 0 0
27 R zo+Ls
54/ d9/ T‘d’r/ dz|q(r,Z,0)|?
0 0 20
2 R zo+Ls z aq
+4/ dH/ rd'r/ dz (z — )/ ’—(’r,n,e)
0 0 20 = |On

27 R zo+Ls
> laltugy < [ a0 [Crar [T aslatrz0)f
20

2w "R zo+Ls z aq
+4/ d9/ 'rdr/ dz(z — )/ |—(7',77,9)
0 0 20 z 877

2
dn

W

2

dn.

|
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On intégre maintenant par rapport a z sur U'intervalle [0, 29} et on étend r de 0 &

R + E dans le premier terme & droite de 'inégalité précédente.

[ el 2
2w R+FE 20
§4Ls/ d9/ rdr/ dz|q(r,z, 6)|?
0 0 0

27 R z0+Ls 0 “|9q 2
+4/ dB/ rdr/ d:/ dz (z — = —(r,n,0)| dn
0 0 20 0 on
= 2o ”q”QLZ(QJ)
S4 Ls ”q”‘iz(ﬁz)
2T R zo+Ls 20 20 aq 2
+4/ d9/ rd’r/ dz/ dE(z—E){/ —=(r,n,0)| dn
0 0 20 0 = |On
z aq 2
+/ a_ 7“,77,9 dn:|
: 377( )
<4 L |lqll72q,)
2z zo0+Ls 2
+4/ dé?/ 'rdr/ dz/ d—/ dn(z — %) (T77,6)
0 0 20
21 R z0+Ls 2
—|—4/ d@/ Td'l‘/ dz/ d_/ dn(z — %) (7‘17,9)
20
<AL g2,
2 R+E ~0+Ls 2
+4 / d9/ 'rdr/ / dn/ dz (z ('r n,H)’
< 2 zo+Ls zo+Ls aq 2
+4/ dH/ rdr/ dE/ dn/ dz(z —%z) |=(r,n,0)
0 0 0 20 n on
On a que
zo0+Ls n B zo+Ls 3 27 |7 zo0+Ls 772
/ dz/ dE(z—z)=/ dz |27 — — =/ zn—— ) dz
20 0 20 2 0 20 2
2277 2772 20+Ls
e
20
_ (o4 L)'n (ot L)n*  zn  zn”
B 2 2 2 2

IA
+
Il
=

=

- 2 2 2
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et d’autre part, on a que

z0+Ls z0 20+Ls 52
/ dz/ dE(z—E)=/ dz [23——
n 0 n 2

22 5 5 a2 0+Ls
2 2 .
_ (20+ L)z (20t Ls)zg  zn’ N 2
2 2 2 2
(zo+ Ls)* 20  25M
- 2 2
. 2, 2
< (ot L) 20 | 7 (20 + L) = IG.
2 2
Donc,
||q||L2(Q4) = [L Hq” L2(€)5) + I\4leanz ) + I(SIIIIVQHQ:'(fh)] .

Finalement, on additionne les 4 inégalité suivantes :

lal72q,) < KoliVall e, < KollVallis g,
||q||L2(Q3) = K3||VQ||L2(Q )y = I\3||VQ||

lal2 0, < — [L lal2 0, + KillVal. g, +1<5|qu||32(§-,4)]
4 .
< ~_0 [Ls 1{2 “aniz[f” + I{4||vq||i2iﬁ) + I‘SHaniz(Q)]
S 7?4 ||aniz(fz)

On obtient que

4
)220 < Z lall32a,)
—1

< (Ki+ Ky + Ks + Ka) [Vl
2 2
< K¥(|Val| 2

Donc, 'inégalité de Poincaré est valable pour le domaine Q. a



Annexe B

THEOREME DE LA TRACE

Dans cette annexe on démontre le théoreme de trace pour le domaine
Q2 =008, Q= {(z1,25,2) : |11+ |22 < (R+E)%, 0<z<H}

qui n’est pas Lipschitzien en raison de la fissure ¥ dans la surface r = R. L’espace

de Sobolev qui lui est associé est

premier cas : {v e HY(Q®) : Vep,p = O}

deuxiéme cas : {v € H'(Q®) : vfp, = 0}

Le résultat demeure évidemment vrai pour tous les domaines QV et les espaces
Vi correspondants. On ne démontre le résultat que le premier cas de condition

frontiere. Le second est analogue.

1. LE THEOREME

Théoréme 1.1. Pour le domaine Q% il eziste une constante K > 0 tel que

Vv € V(Q%), ||UHL2(afz°°) < K|jvll g1 gey-

DEMONSTRATION. On a le domaine Q. On veut construire des chemins qui
partent d’une frontiere et qui se rendent a un point situé dans Q.

(i) On considére d’abord la trace sur la frontiére I'ziz :

Soit z, ret fixéstel que R<r< R+ F,0<z< Het0<0< 2.

R+FE q
(R+E50)=ans0)+ [ Soz0)ds
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R+E a
= lg(R+ B,2,6)] < la(r,=0) + [ a—zmz,e)\dp
R+E aq 2
= 1g(R + E, 2,0) [|q<r i+ [ ke ﬂ)’dp}

R+FE a
S4|ﬂna&ﬁ+{/
L T

2
<4 |q('r,:,(9)|2+(R+E—T)/ 4

%(p’ Z, 0)

2
dp} .
On integre sur le domaine Q§° ie. der €]R,R+ E[, z €]0,H[ et 8 €]0, 2x[. On
R+E H
/ d9/ rdr/ dz|g(R+ E, z,0)|?
0

2 R+E
<4/ d0/ Td’l‘/ dz|q(r, z,0

om R+E H R+E
+4/ dH/ TdT/ dz(R—i—E—r)/

0 R 0 r

2 |R+E  por H
= 3 / dH/ dz|g(R+ E,z,0)
R

obtient

2
04 ( dp

8_p Pz, 9)

R+E dq
< 4/lqlI? Z(Qco)+4/ d9/ dp/ rdr/ dz(R+E—r) 3p (p, ,0)

2
:>(R+E) R/ g 2dT
fR+E

2

27 H R+E p aq 2
54||Q||2Lz(goo)+4/ d9/ dz/ dp/ r(R+E—r)dr|=—(p,z0)
P 0 0 R R dp
ou
p p 2 37(°P
/T(R+E—r)d7~=/ T(R+E)—r2dr: [MT__T_}
R 0 2 3 R
_(R+E)p2_p_3_(R+E')R2+£3
B 2 3 2 3
(R+E)p* R
2 3
3 3 3 3
S(R+E) +R_§£ (R+ E) +£
2 3 P 2 3
3 3
<P (R+ E) +£
R 2 3



69

Donc

/ jgdT
Crie

8 0 (R+E)?® R?
“RIEE_I® [”q”Lzms") * <T 37 ) IVl

8 (R+E)®* R® )
< ML (S + 75 ) | [0 + 19000

= K ||Q||i[1(ggo) = K, ||Q||§11(Q)

puisque la norme L? sur Q% est la méme que sur (2.
(ii) On considere la trace sur la frontiere I';; UT,; :

Soit z, ret @ fixéstelque 0 <r< R+ E,0<z<zyet 0 <6 < 2m.

: 9
a(r,0,0) = a(r,,0) = [ S(r.n,0)dn
o N

= lar,0.0) < lalr,2,0)[ + [
0

dq
55(74, m, 9)‘ d77

2

= lq(r,0,0) < [|q(r, 20+ [ g%me)‘ dn]

<4 |lg(r,z,0)) + {/O g—Z(r,n,e)‘ dn}g]

z aq 2
<4 r,z,0 2-{—:/ —(r, ,9‘ dn| .
o260 += [ |Ern.0)

On intégre sur le domaine Q; C QO qui est défini de r €]0, R+ EJ, z €]0, zo[ et
6 €]0, 2r[. On obtient

2 R+E 20
/ d9/ rdr/ dz|q(r,0,6)}?
0
2 R+E 20
<4/ dH/ Tdr/ dz |q(r, z,0)|?
om R+E
+4/ d9/ rdr

7"77, dn
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2 R+E
=>:0/ d9/ rdr|q(r,0,8))
0
2 R+E
§4||q|| Q)+/ d9/ rdr/ dn/ zdz

(r,n,0)

|

27 R+E zo 2 'I’]“ a 2
<4 IIqHLz(Q) / d9/ rdr/ dn % 9 2(r,1,6)
) 27 R+ E z0 73 aq 2
<4 |lqll32,¢ —|—/ d0/ rdr/ dn= | =(r,n,0
ynymﬂ Mo | "2 | Lo

: .
s4ww;mﬂ+§wvw;mﬁ

4 z
= [ aar < 2 lalzg, + 2 1940,
Fl,UFpl

4
< Max{ 2,220} [l + V1%,

= K llgll g1,y < Kallall g g=)-

(iii) On considere la trace sur la frontiére I';, U Ty, :

Soit z, et B fixéstel que0<r < R+ FE, 2+ Ls <2< Het 0 <8< 2m.

e
alr, H,6) = a(r,2,0)+ | 5 (r,m,0)dn
H aq
= lo(r, H,0)| < lg(r, 2,0+ | |5 (r.m.6)) dn

H
:¢MnH®PSDWnﬂH+/

§4|ﬂnaﬂf+{lH

0q 2
a—n(r, 7, 9)‘ dn}

gﬁnmmwmf}
<4 |lg(r,z,0) + (H - 2) /H

2
o, dn],
I = 1on

3 (r,m,0)
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On intégre sur le domaine O, C Q% qui est défini pour r €]0, R+E[, = €]z0+Ls, H]
et 6 €]0, 2x[. On obtient

27 R+E H
/ d0/ 'rdr/ dz|q(r, H,6)|?
0 0 zo+Ls
2m R+E H
54/ d0/ ’I‘dT/ dz|q(r, z,0)|
0 0 z0+Ls

2T R+E H H
+4/ d9/ 'rd'r/ (H—z)dz/
0 0 zo+Ls z
2 R+E
S(H- o+ L) [ db [ rdrlanHO)F
0 0

9 27 R+E H n 8q 2
<4 quILQ(Q ,+ dé rdr dn (H - 2)dz | =—(r,n,6)
2 0 0 zo+Ls zo+Ls 877

0q 2
0_77(T’ 7, 9) ’ dn

ou
n L2717
[ saem 5]
Zo+Ls 2 zo+Ls
’ 20+ Ls)?
5H77-%~H(ZO+LS)+( 0 5 )
>, o 2
< H’I’]—I— (~0 ‘:Ls) < H2 + (~() +2Ls)
H?> 3H?
2 RS
<H + 7 <3
= |q|*dT
f[,,'..‘ﬁpo
4 ) 3 H2 ,
S AT (%t L) {llqllmmz) + =51Vl Zxa,
4 12 H?
< NI ) [ 2 _ 2 _ ]
- aX{H — (20 + L) 2[H — (20 + Ls)]} lallz2a,) + IVallz2ay,)

= K319l ) < Ks llallpr i)

puisque Qg c Q>.
(iv) On considére la trace sur la frontiére £t :

Soit z, T et B fixéstel que R<r< R+ FE, zp<z2<z+ Ls et 0 <6 < 2m.

"o
a(R,2,6) = q(r,2,0) — | 7(pz6)dp
R 0P



=]
J

r

Qg(p, 2,9)’ dp

> la(R 2,0 < latrz0)1 + [ |32

R

) 2
= (R 20 < |lar20) + [ 100,200 )
R |OP

[ r a 2
s4|«namﬁ+{/'5ﬂa;m‘@}}
L R p

< 4|lg(r, 2 0)* + (r R)/T g—Z(pvzﬁ)‘ dp]-

On intégre sur le domaine QF i.e. de 7 €]R, R+ E[, z €]20, 20 + Ls[ et 6 €]0,2n].
On obtient

X R+E z0+Ls

/ d@/ ’I“d’l"/ dz|q(R, z,0)|?

0 R 20
2 R+E 20+Ls

34/ d9/ rdr/ dz|q(r, z,0)?
0 R 20
27 R+E zo+Ls r

+4/ dH/ Td'r/ dZ(T—R)/
0 R %0 R

2
0 ( dp

— 0
ap p,Z, )

:>T2
2

R+E zo+Ls
/ d9/ dz|q(R, z,0)|?
R

2 R+E R+E zo+Ls a
< 4|qll3, Qm)+4/ d9/ dp/ rdr/ dz(r — R) ’8 (p, z,0)

N (R+ E)? — R?

2 sF

2x R+E R+E 20+Ls 8q
< 4||q||L2(Q°°) -|—4/0 dH/R dp/p rdr[o dz (r — R) ‘a—p(p, z,0)

2

|q|* dT"

2
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ou

R+E R+E 3 2 R+E
/ T(T—R)dT=/ r> —r Rdr = [T——TOR]
p p 3 = p
_(R+E)® (R+EPR p* Rp
T3 2 3 2
3 2
<(R+E) +Rp
- 3 2
<ﬂR+EP+MR+EP<£ 5(R+ E)3
- 6 —p 6
3
<P 5(R+E) .
— R 6

Done

/ lgf2dr
E+
i{ﬂR+EP

8 2 2
S (R+E)2 _ RQ |:||q||L2(f-2§°) + R 6 ] ||vq||L2(ng):|

8 1 [5(R+ E) ;
< Mo {1 g | 2B (Mg + 1Vl

puisque Q§° c Q.
(v) On considére la tarce sur la frontiere & :

Soit 2z, 7 et 6 fixés tel que R/2 <7< R, zp <2< zp+ Ls et 0 <6 <27,

R aq
q(Rv 379) = q(T’ 2y 9) + a_p(p, 2, 0) dp

Jq

R
= lo(R, 20| < latr, =0 + | 2., e>[ dp

a 2

a—z(p,zﬁ)’ dp]
i R

<4 |q(r,z,e>|2+{/ o

. 2
ap(p,~,9)’ dp} ]

<4 ltr2 0 + (R =1 /

R
= lg(R, 2, 0) < [|q<r, -,0)] + /

0q 2
8_p(p’~’9)’ dp:l
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On intégre sur le domaine Q ie. de r €]R/2, B[, 2 €]z0, 20 + L[ et 6 €]0,2n].

On obtient

2 R zo+Ls
/ d9/ rdr/ dz|q(R, z,0)|*
0 R/2 z0
2T R zo+Ls
< 4/ d0/ rdr/ dz|q(r, z,0)|?
0 R/2 z0

2m R zo+Ls R dq D)
+4/ d9/ rdr/ d;(R_r)/ %, » )
0 R/2 <0 T 8p
2w ~0+Ls
f— / d9 / dz g(R, =.0)|
2 R/2
9 2m ZO+L5 8q
S4||q||;2m3;]+4/ df dp/ 'rdr/ dz (R —r)
0 R/2 R/2 20
2
i% ~ |g|*dr
s

S R p z0+Ls
2
<ol +4 [ a8 [ do [ var / d: (R—1)

P P 2 3
/ ’r‘(R—’I‘)dT=/ TR—Ter:[TR_T_
R/2 R/2 2 3

ou

p [13 R 13 R?
< — < .
_R[ 24 | =P | 24

Donc

/. laar
32 13 R?
< 2 el + [ | 19alar)

32 32
< Mox { 2 52} (10l + 198l )

- 1{5 ”anl Qoo) < 1(5 ||q||3—]1(ﬁoo)

8_p(p7 Z, 9)

dq 2
—(p, 2,0
ap(p7 b )’



puisque €23° C 2%, Ainsi, si on somme les équations suivantes :

[P < Kol

e

/f,,.,.f,,, al*dl < el o)

/f uf laPdl < Ks llalls
10Ul 50

/m lgl?dT < K ||l

[ laPdr < s ol
on obtient
~/¢9§_2 |q|2dF < K? Hq”ip(ﬁ) = ”qu?(ag’zco) < K2 ”qH?{l(ﬁ) — K? ”q”QHl(ﬂoo).

g



Annexe C

CONVERGENCE FAIBLE

On étudie la limite faible de la suite yny définie en (2.4) du Chapitre 3.

1. LA CONVERGENCE

Lemme 1.1. La suite {xny} est uniformément bornée dans L*(0, H) car

H H
/ (XN)2 dz = / xndz = NX=pLs = constante,
0 0
et

XN = PX[zosotLs dans L*(0, H)-faible.

DEMONSTRATION. Puisque ||xn|72( ) = p Ls = constante indépendante de N,
il existe une sous-suite qui converge faiblement vers un élément x de L*(0, H).

On fait Phypothése que X = p X[z,20+L,) €t On cherche a vérifier que

H H
voe 20,8, [ xnule)dz = [ pXpuriivle) dz
0 0
ou de fagon équivalente
H
Vv € L*(0, H), / [XN — pX[ZOYZOjLLS]] v(z)dz — 0.
0

Comme C[0, H] est dense dans L?(0, H), il suffit de montrer la convergence pour
v € C[0, H]. En effet, pour chaque v € L*(0, H), il existe une suite {v;} C C[0, H]
tel que

Ve > 0,3K > 0,Vk > K, |lvg — vllz20.00) < €.



7

Or, on a que

H z0+Ls
/0 (XN (2) = P XLz0,204L4)] ¥(2) dz = / [xn(z) = p] v(z)dz

zk+2%%
=Z/ [xn(2) = p] v(2) 2=Z/ Dxv(ze+y) — pl vz +y) dy

N Ls
- N 3 o L pLs
—;{/%&[XN(I»*‘?J) ol [v(zk +y) — v(z)] dy + v )(N N)}

Donc, puisque v est uniformément continue sur [zq, 2o + Ls], on a que

Ve > 0,36 > 0 tel que Vz,y € R qui vérifie [z —y| < § = |f(z) — f(y)] <e.

Ici,

|z +y — 2| = Jy| < 2




donc Ve > 0, 3N assez grand tel que 2 < € pour tout N > N. Soit N > N

I

Z [, Dot 9) = e+ o) —oleol

[xn(ze +y) — p| edy

—
S 5|r5‘

IN
_MZ

g

IA
™

IN
o
- 9= 1175

[xn(ze +y) — pl dy

/
/ (1 —p] dy

LS s
<e N:F,N(l—p) =¢e(l—p)Ls— 0.

(1-p) %

b
Il
—

Donc, Yv € C|zg, 20 + L, on a que

H H
/ xnvdz — p/ X|z0,270+ L] U A2
0 0
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