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INTRODUCTION

La plupart des données utilisées dans les études économiques empiriques contiennent des
erreurs de mesure. Ces erreurs sont relativement plus importantes dans les données
macro-économiques [Morgenstern (1972), Langanskens et Van Rickeghem (1974)], mais elles
sont aussi présentes dans la plupart des études micro-économiques. Comme I’a souligné
Morgenstern (1972), ce phénomeéne n’a jamais été pris sérieusement en considération dans le
développement des techniques économétriques. Actuellement, la plupart des livres d’économétrie
contiennent une section ol il est démontré que dans les modeéles de régression, la présence
d’erreurs de mesure dans les variables explicatives ménera a la non-convergence de I’estimateur
des moindres carrés ordinaires (M.C.O). Bien que dans les applications, les auteurs avertissent
généralement les lecteurs du fait que la présence possible d’erreurs de mesure peut biaiser les
résultats, aucun effort particulier n’est habituellement fait pour atténuer ces biais et aucun test
sur la présence de ces erreurs n’est effectué en utilisant, par exemple, le test de Hausman(1978).
L’attitude de la plupart des chercheurs qui font de ’application est probablement dile, dans un
bon nombre de cas, au fait qu’il n’est pas toujours facile de vérifier si les variables
instrumentales disponibles utilisées pour obtenir des estimateurs sans biais, satisfont les
conditions requises pour justifier leur utilisation. Dans d’autres cas, les instruments ne sont
simplement pas accessibles aux chercheurs, ou encore, les cofits 2 défrayer pour obtenir ces
données semblent trop grands par rapport aux bénéfices prdvenant de @utilisation de ces
instruments.

Le but premier de ce rapport de recherche est donc de présenter:



1) un nouvel estimateur P, (et sa version alternative B.), qui est une combinaison linéaire
optimale de deux estimateurs déja connus (B, et B,). Alors que I’estimateur des M.C.O. est
calculé a partir de momentséchantillonnaux d’ordre deux, les estimateurs B w Bgr Bp €tBp
utilisent des moments échantillonnaux d’ordre 3 et 4. Par ailleurs, alors que les estimateursf
et B, semblent en pratique trés erratiques, cela n’est pas le cas pour B, et B,. I'estimateurp g
a la qualit€ d’étre sans biais sous I’hypothése HO (absence d’erreurs de mesure sur les variables
explicatives) et d’étre convergent sous I’hypothése H1 (présence d’erreurs de mesure sur les
variables explicatives). De plus, en présence d’erreurs de mesure sur les variables explicatives,
la probabilit€ d’erreur de type I associée aux tests t (t de Student) effectués sur les paramétres,
est toujours voisine de la valeur désirée lorsqu’on utilise P x» méme s’il y a des erreurs de
mesure. Ce n’est pas le cas pour les M.C.O.
2)  un test pour déceler la présence d’erreurs de mesure sur les variables explicatives.
3) les d’expériences de Monte Carlo sur les estimateurs B, et B Le but de ces expériences
est de mesurer la performance relative de ces estimateurs par rapport a ’estimateur des M.C.O.
La puissance du nouveau test a également été investiguée 2 partir des expériences de Monte
Carlo.

Une introduction aux erreurs de mesure est aussi présentée au début du rapport, dans le but

d’expliciter la provenance et les causes de ces erreurs.



CHAPITRE 1

Ce chapitre se divise en deux parties: I Provenance et causes des erreurs sur les variables, II

Conséquences des erreurs sur les variables explicatives pour I’inférence statistique.
Partie I:
La) INFORMATIONS SOUSTRAITES DE FACON DELIBEREE ET MENSONGES:

Souvent les statistiques écohomiques et sociales sont basées sur des réponses évasives et des
mensonges délibérés de différents types. Les mensonges que ’on retrouve le plus fréquemment
s’expliquent dans la plupart des cas, par une peur des pouvoirs fiscaux, par une incompréhension
ou un par désir de tromper ses concurrents.

11 est souvent plus payant pour le monde des affajreé, de cacher des informations. 1l existe dans
ces milieux, des secrets bien gardés et la loi ne peut pas toujours forcer la divulgation de ces
informations.

L’incitation 2 les dissimuler est aussi fortement influencée par la situation de compétition: *
plus grande est la prédominance des monopoles, quasi monopoles ou oligopoles, moins dignes
de confiance sont de nombreuses statistiques provenant de ces industries " (Morgenstern
1972, p.17). Cela vaut en particulier pour les statistiques de prix a cause des rabais accordés a

certains clients.



Dans les gouvernements, il arrive aussi qu’il y ait des falsifications de statistiques. On peut
citer le cas de la Grande-Bretagne oli, durant la deuxiéme guerre mondiale, " ’exchange
equalisation account " du gouvernement aurait supprimé pendant un certain temps, toutes les
statistiques sur ses avoirs en Or.

Enfin, notons qu’il est difficile de falsifier certaines informations quand un syst2me (ou une
organisation) est bien compris et décrit; mais souvent, les organisations sociales, sont loin d’étre
bien comprises et décrites; alors il devient possible de falsifier certaines données statistiques.
Certaines expériences sur des firmes individuelles ont montré, par exemple, que de nombreuses
falsifications de tableaux de production ne peuvent étre découvertes, méme au moyen des
contrdles comptables les plus précis. Quand il s’agit de 1’enregistrement de prix, des mouvements
de biens, les possibilité€s d’erreurs et falsification sont accrues.

En résumé, on peut voir qu’il y a trois sources possibles de fausses statistiques:
1. " L’observateur en faisant un choix de quoi et combien observer,
introduit un biais qui est impossible & éviter car un phénoméne complexe ne peut jamais étre
décrit de fagon exhaustive  "(Morgenstern 1972, P.17). Ce biais est commun 2 toutes les
sciences et ne nous intéresse pas ici.
2. L’observateur peut dissimuler de 1’information pour satisfaire a ses hypothéses ou a des fins
politiques.
3. Les répondants peuvent mentir 4 I’enquéteur ou ne pas savoir la réponse exacte. Ce sera le
cas, par exemple, de la richesse personnelle, ou 1’individu ne sait pas exactement combien valent

ses biens matériels au prix du marché; mais n’a seulement qu’une approximation de cette valeur.



Lb) QUALIFICATIONS DES OBSERVATEURS:

Souvent les observateurs choisis pour la collecte de statistiques économiques n’ont
pratiquement aucune formation dans le domaine ou en possédent trés peu et fréquemment, ils sont
engagés seulement a cette seule occasion. " Ceci est une source de la forme la plus
sérieuse d’erreur en masse " (Morgenstern 1972, P.24).

Méme des personnes entrainées spécialement pour faire des enquétes ne sont pas des
observateurs au sens scientifique. " Un observateur scientifique est 1’astronome & son
télescope, un chimiste observant les changements de concentration d’une solution dans le temps,
le biologiste déterminant le comportement héréditaire de certaines cellules, etc " (Morgenstern
1972, P.25). Toutes ces personnes sont des hommes de science, c’est-a-dire qu’ils n’agissent pas
par l’intcrmédiaire d’agents qui chagent fréquemment. Généralement, dans les sciences sociales,
on ne retrouvera pas cette situation, sauf dans des cas précis. Par exemple, on ne verra pas un
économiste ou un statisticien aller cueillir lui-méme les statistiques. La masse de chiffres
nécessaires rendrait cela physiquement impossible. On doit donc faire confiance aux observateurs
(non-scientifiques). " Mais il est bien connu d’apres 1’expérience de 1’échantillonnage (ou,
si le travail est fait correctement, on traite des statistiques strictement déterminées méme si elles
ne sont toujours parfaitement appropriées), que la réponse est tres différente suivant le type de
I’observateur, méme si ce dernier est qualifié, et devrait se montrer -miraculeusement-

minimalement exempt de biais. " (Morgenstern 1972, P.25).



Ic) ERREURS CAUSEES PAR LES QUESTIONNAIRES:

Pour obtenir des statistiques économiques et sociales, on a souvent recours aux questionnaires,
oraux ou &crits. Dans ces derniers, on peut retrouver plusieurs centaines de ‘questions posées a
la méme firme ou 2 un mé€me individu. Alors il n’est pas impossible que des erreurs puissent
apparaitre (et effectivement apparaissent) dans la mise au point de ces questionnaires et dans les
réponses.

Il arrive souvent que les questionnaires ne soient pas assez clairs et donnent lieu a des

ambiguités de sorte que plusieurs réponses existent pour une seule question. II peut arriver aussi
que les questions posées demandent aux répondeurs une connaissance plus élevée qu’ils ne
possedent. Certaines questions posées invitent au mensonge ou aux échappatoires, surtout si elles
sont tres nombreuses. Alors elles incitent le ou les répondants & donner des réponses sommaires,
ceci pour économiser effort, temps et argent.  On arrive aussi A des résultats treés différents selon
que I’on pose les questions soit par la poste, le téléphone, le porte-a-porte, etc. Cela est bien
connu; chaque forme d’interrogation introduit un biais de nature différente.
" Le processus consistant & poser des questions et a obtenir des réponses est délicat sur le plan
psychologique. En dehors du mensonge et du refus de donner de I’information, il y a 1’oubli, les
suggestions de l’interrogateur, avec leur propre biais comme conséquence, le manque de
compréhension de la question, etc  "(Morgenstern 1972, P.26).

En statisque, le domaine des questionnaires a évolué ainsi que théorie qui les concernes; celle-
ci n’est cependant pas compléte. " En fait on peut méme douter que la description

qualitative et I’énumération de ses caractéristiques soient complétes "(Morgenstern 1972, P.27).



L’idée ici est de voir que les formes d’enquétes mentionnées plus haut, peuvent créer des données
biaisées et dans certains cas aberrantes. Il existe des techniques pour éliminer les données
aberrantes, mais un probléme se pose: si on prend une mauvaise méthode, alors il y a risque
d’introduire d’autres erreurs dans les données qui ne sont pas particulierement faciles a detecter.

" On a introduit ce sujet pour montrer que ’on peut quelquefois découvrir un fait évident ou
frappant, et 1’identifier comme une erreur ou une distorsion; mais derri¢re celleci, il y a
généralement de nombreuses autres erreurs du méme type qui restent cachées et insaisissables

"(Morgenstcrn 1972, P.29)



1.d) ERREURS CAUSEES PAR LES INSTRUMENTS:

En sciences économiques et sociales, les erreurs d’instruments jouent un rdle dans la
formation des statistiques économiques; mais ce role n’est peut-étre pas aussi important que dans
les sciences naturelles. Encore aujourd’hui, les instruments principalement utilisés dans la
formation des statistiques économiques sont des multitudes d’&tres humains et ceci pour:
compiler, interpréter, classer, ou dénombrer les données obtenues. Evidement les erreurs causées
par les humains sont plus grandes que celles faites par les machines comme les ordinateurs, les
trieuses, les codeuses, etc.

" Les instruments nécessitent souvent des transcriptions ordinaires mais fréquentes, pendant
lesquelles des erreurs se produisent. De fagon générale, ces erreurs ajoutent ce que 1’on appelle
un <<bruit>> 2 la variance propre des données "(Morgenstern 1972, P.36).

Ces erreurs sont surtout dues aux interactions hommes-machines. C’est-a-dire, la machine
n’introduit pas d’erreur (sauf erreur d’arrondi); mais c’est I’homme qui en crée par mégarde car
Phomme n’est pas une machine. "  Mais le poids relatif des erreurs humaines et des erreurs

non-humaines, se modifie au cour du temps "(Morgenstern 1972, P.38).



Le) AUTOCORRELATIONS:

Il y a un grand nombre de raisons justifiant également 1’apparition de 1’autocorrélation des
erreurs de mesure dans les séries chronologiques. Une cause fréquente serait le biais des
statistiques réapparaissant au cours du temps. Un grand nombre de causes pourront faire que les
statisques sur-estiment ou sous-estiment les vraies valeurs des variables, dans une proportion plus
ou moins constante. Le biais apparait pour de multiples raisons. Les genres d’erreurs pouvant
mener 2 un biais seraient par exemple: des omissions et des doubles comptages, des classes
d’objets négligées alors qu’elles devraient étre prises en considération.

" Méme en I’absence d’erreurs dans les sériés temporelles, des obéervations successives
tendent fréquemment a étre autocorrélées; par exemple le volume de production de mai dépend
de celui d’avril, etc. En d’autre termes, les séries temporelles économiques ne sont normalement
pas des suites de nombres aléatoires, chacune indépendante des aures " (Morgenstern 1972,
P.50).

Pour avoir de 1’autocorrélation des erreurs, il faut que le biais soit persistant et de direction
constante (positive ou négative). " La gravité du biais peut étre grande ou non. Elle
dépend des utilisations que I’on veut faire des données. Si le chiffre absolu est important, le biais
peut enlever tout sens aux conclusions  "(Morgenstern 1972, P.51)

11 existe plusieurs autres sources d’autocorrélation des erreurs qui pourraient se rencontrer dans
les données économiques.

L’orsqu’une méthode de compilation de données dans une période est essentiellement liée

une période précédente, il est fort probable que ’autocorrélation apparaisse. " Des pratiques



considérant par exemple 2 utiliser le méme facteur (comme les pondérations obtenues A partir
d’un recensement), pour, période apres périodes, <<souffler>> les résultats d’un échantillons en
chiffres sur la population tout entiére, risquent fréqucmmént de conduire 2 1’autocorrélation.
Lorsque des parties d’un chiffre sont basées sur des méthodes d’estimation plutdt grossieres,
comme cela arrive pour les statistique du commerce extérieure et les chiffres du revenu national
"(Morgenstern 1972, P.52). Alors les erreurs provoquées par lcs estimations dans les périodes
suivantes ne peuvent pas €tres indépendantes. Si on utilise des échantillons qui ont une
dépendance entre période, il est fort probable qu’il y ait apparition d’autocorrélation.

Enfin, comme toute source d’erreur, I’autocorrélation peut généralement mener 2 vicier
I’utilité¢ des données économiques, a moins que ces données ne soient utilisées que d’une fagon
approximative. " Il est peu probable que les erreurs soient li€es de fagon si pratique et si
stable qu’elles finissent par ne plus avoir aucune importancée ﬁ(Morgcnstcrn 1972, P.55). Et
si on ignore tout du genre et du type d’erreurs liant les statistiques, il ne faut pas supposer que

ces erreurs sont si bien lies que leurs influences s’annulent.
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Lf) MAUVAISE CLASSIFICATION:

11 arrive souvent qu’on soit confronté 2 un probléme de classification ou de définition d’un
phénomene qui doit étre mesuré ou enregistré. Ce genre de probléme est bien connu et plusieurs
efforts ont €té investis en ce sens, en vue de I’établissement d’une classification uniforme. Mais
il existe encore de vastes domaines ol trés peu de recherche ont été faites et ot il y a quasi
impossibilité d’avancement. Par exemple, on peut introduire la possibilité d’un double comptage
ou bien les difficultés de classification dues au manque ou & ’impossibilité de précision des
définitions. On voit I’apparition de ce genre d’erreurs lorsqu’on considére de grandes sociétés.
La compagnie G.M.C.(General Motor Company) est un ensemble de sociétés faisant des activités
dans de nombreuses industries. Cette compagnie produit des automobiles, des moteurs d’avion,
des locomotives diesel, des appareils €lectriques, de 1’équipement de chauffage, etc. Ces
différentes activités placent la compagnie dans des industries distinctes. Les questions qu’on peut
se poser maintenant sont: comment la compagnie G.M.C. doit-elle étre classée? Comme
producteur automobile seulement? Est-ce que certaines parties doivent étre enregistrées dans des
industries différentes? Maintenant, comment ceci peut-il étre réalis€? D’aprés les capitaux
investis dans les différentes filiales, d’aprés le volume des ventes ou d’aprds le nombre
d’ouvriers? Comment peut-on déterminer leurs parts respectives dans les profits totaux qui ne
sont donnés que sous forme globale? On peut raisonner de la sorte pour la plupart des grandes
compagnies du monde. Le probléme augmente lorsque la diversification (dans les entreprises)
grandit. Le probléme augmente aussi lorsque le progrés technologique rapide provoque des liens

inattendus entre des industries qui sont technologiquement séparées. On peut retrouver

11



aujourd’hui un fabricant de pneus qui peut étre un des principaux producteurs de carburant de
fusée, ou bien un fabricant d’avion qui produit aussi des réacteurs nucléaires, etc. On voit par
ces exemples qu’il devient difficile de classer correctement ces firmes, & moins que ’'on
considére ces entreprises comme des sociétés de "holding”, ce qui ne serait pas exact.

Les erreurs de classifications apparaissent aussi, dans les statistiques de commerce extérieur.
Les progres technologiques réalisés réguli¢rement, ont une grande importance dans le prdbléme
de classification des données servant & former les statistiques du commerce international. Les
pays qui éprouvent un retard technologique et qui importent des produits technologiquement
avancés, ont fréguemment de grandes difficultés a les identifier et ne savent pas toujours
comment les insérer adéquatement dans leurs statisques.

Enfin, les problémes de classification sont une des nombreuses causes de 1’inéxactitude des
statistiques. Le biais introduit par cc genre d’erreur n’est toutefois pas cdnstant. Cela peut étre
di a I'influence de la politique. Considérons: "  les <<guerres de porcs>> entre I’ Autriche-
Hongrie et la Serbie ol les porcs importés par I’ Autriche-Hongrie étaient libellés différemment
pour prevenir ou géner I’importation, etc., falsifiant également par 13 toutes les statistiques

intéressantes de la période "(Morgenstern 1972, P.35).
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Lg VARIABLES NON OBSERVABLES

En économique, il est fréquent que les variables que ’on désire utiliser pour expliquer un
phénoméne, ne soient pas observables ou bien qu’elles soient observées de fagon erronée.
Considérons les modeles économiques de recherche scientifique incluant le cas des variables
théoriques ou abstraites pour lesquelles les instruments de mesure sont reconnus comme étant
imparfaits et pour lesquels I’échelle de mesure est inexistante. L’utilité, ’habileté, 1’ambition,
I’attitude politique, le concept de capital humain, sont des variables difficilement mesurables.
Pratiquement personne n’a jamais mesuré 1’habilité; mais elle est utilisée pour expliquer le revenu
de quelqu’un ou bien pour €tablir son statut social. Dans le modele de Cagans(1956) sur les
anticipations adaptatives, les quantités offertes peuvent dépendre de variables non observables
comme le prix anticipé, les anticipations étant révisées en fonction de I’erreur associée au niveau
précédent des anticipations. Dans certains cas, les variables que ’on mesure ne sont pas celles
que ’on voudrait vraiment mesurer. Par exemple, les examens finaux que 1’on fait passer aux
étudiants sont utilis€s pour mesurer approximativement les progrés réalisé€s au cours d’une année
(semestre) d’éducation et conséquemment la variable qui en resulte est approximative et sujette
a des erreurs de mesure.

Enfin, méme si les variables sont observables, les données sont sujettes A une variété trés
grande d’erreurs. Comme nous I’avons vu précédemment, ces erreurs arrivent parce que 1’analyste
et 'observateur sont séparés, parce qu’il y a un manque de précision sur ce que I’on voudrait

observer et que les phénomenes que 1’on essaie de mesurer sont complexes. (Judge, G.G (1985))

13



PARTIE II : CONSEQUENCES DES ERREURS SUR LES VARIABLES

Mentionnons deux points importants avant d’entamer 1’exposé des conséquences des erreurs de

mesures sur les variables explicatives.

1) Les exemples d’erreurs de mesure donné 2 la Partie I du CHAPITRE 1, introduisent un terme
d’erreur qui, dans plusieurs cas, peut &tre représenté par un terme constant plus un terme
éléatoire. L’espérance mathématique de ce terme d’erreur n’est donc pas nulle. Si on utilise un
modele de regression, le terme constant de 1’erreur dans la variable explicative causera un biais
systématique qui n’affectera que I’estimation de la constante de la régression. Comme cette
estimation est souvent de moindre intérét, on ne s’intéressera ici qu’a la partie aléatoire de

Perreur, qu’on supposera de moyenne nulle. L’exemple suivant illustre le probléme, soit:

Y=a+Xp +e ou
X=X+wetw=E(w +w-E(w, E(w =c,v=w- E(w) et
w = Cc + v, 0lu c est la partie constante de ’erreur (w) et v la partie aléatoire. En faisant les

subtitutions appropriées, on obtient:

Y=a +XB +e-wh
=a+Xp+e-cp-vB

=a - cp + XB + e - vB. L’estimation de la constante sera biaisée et cf est la partie qui
biaise cette estimation (ce que 1’on obtient est une estimation de & -cf). Méme si I’estimation

de la constante est biaisée, nous n’en tiendrons pas compte. Nous nous intéressons seulement 3

I’estimation du parameétre . On supposera donc que X = X + vet E(v) = 0.

14



2) Les problemes de corrélations entre les erreurs d’observation ne seront pas considérés dans
I’exposé qui suit. Dans cette analyse, on se contentera de traiter du probléme plus simple des

erreurs de mesure qui ne sont pas autocorrélées.
PREMIERE CONSEQUENCE:

Si il y a présence d’erreurs de mesure aléatoires sur les variables dépendantes, cette erreur se
combinera a I’erreur de la régression sans créer de biais d’estimation. Mais dans le cas ol les

variables explicatives sont affectées d’erreurs de mesure, alors les conséquences sont beaucoup

plus graves.

Pour illustrer le probléme, considérons un modele de régression linéaire univarié sans terme

constant (NOTE: pour le cas multivarié, voir Appendice A):

(1) Y=XB +e

ol Y est un vecteur de variables dépendantes de dimension Nx1 et X est un vecteur de variables
explicatives de dimension Nx1 avec E(X%) =03,
e est un vecteur d’erreurs de dimension Nx1 avec E(e) = 0 et E(ee’) = 02I,E(e?) =02

enfin B est un paramétre a estimer. On suppose que les vraies variables X ne sont pas

observables. On observe:

2 X=X+v

olt v est un vecteur d’erreurs de mesure avec E(v) = 0 et E(v?) =02. On suppose aussi

15



que: E(ve') =E(Xv’') =E(Xe’) =0. Alors en remplacant ¥ par X-v dans 1’equation (1), on

obdent:

Y=pX-Ppv +e

= BX + e’
ol e* = e - Bv. Si on applique les M.C.O. sur la dernitre équation, on a:

B=8+xXXe

et I’estimateur résultant sera non-convergent; puique:

plim(B) = B + plim(X'X/N) 'plim(X'e*[N)

En utilisant les théorémes sur le calcul du plim présenté en Appendice B, on a, sous les
hypothéses appropriées:
plim(X'X/N) = E, . (X'X/N) et plim(X'e*/N)=E,..(X'e*/N). Maintenant, si on

développe ces deux expressions:

E, (X'XIN) = E, INL(X, + v)X, + v)UN= E, I (X} + 2%y, + vDUN

= 0§ + 0
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2
_Bov

E, (X'e*IN) = ENJZ:V(Xt +v)(e, - Bv)IN]

donc le plim(f) = B -Bo%/ (o2 + 02) = B/(1 + A), 00 A = 02/0%. On peut conclure

que les M.C.O. sont asymptotiquements biaisés et non-convergents et que le biais dépend de A
(le biais dépend de I’'importance relative de la variance des erreurs de mesure sur les variables

explicatives). On définit A comme étant le ratio de la variance des erreurs de mesure par rapport
4 la variance des variables explicatives non observées (X). A peut étre vu aussi comme

I’'importance relative des erreurs de mesure dans les variables explicatives.
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DEUXIEME CONSEQUENCE:

Quels sont les effets des erreurs de mesure dans les variables explicatives sur les estimateurs
du maximum de vraisemblance. Pour répondre & cela, reconsidérons le modéle de régression
linéaire univariée présenté plus haut et supposons que e et v

sont normalement et indépendamment distribués soit:
E(e) =E(v) =0, E(ev’') =0, E(ee’) =0T, E(e?) =02, E(vV') =0iI, E(V?) =02.

Le paramétre B ne peut pas étre esimé de fagon convergente par le maximun de vraisemblance,
dii au fait qu’il n’y a pas assez d’information pour identifier le paramétre. Le probléme de
manque d’information peut étre détecté lorsqu’on applique la méthode du maximum de

vraisemblance. La fonction de densité conjointe de e et v est:
f(e,v) =(2n02) M2exp[-(e'e) /202] x (2n02) M 2exp [~ (v'V) /202]
et par le Jacobien on trouve la fonction de vraisemblance de Y et X soit:
(Y, X;B,0%,02,%) =
(2m03) M2 (2m03) M2exp [- ((Y-XB)/(Y-XB)) /203) exp [- ((X-X)/(X-X)) /202]

Le logarithme de cette fonction est égal A:

In (Y,X;B,05,05.%)= -N(In2r) -Nj2(Ino] +Ina’)-(X-X)(X-B)r20}- ...
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. ~(Y-XBY(Y-Xp)20]

Si on dérive & par rapport aux parameétres que 1’on cherche, on obtient:
oL/op=0 =~ X*(Y-X'B"H=0
3L[302=0 = (X-X'Y(X-X")=No>
8/30,=0 = (Y-X"B°Y(¥-X")=No]’

84/3%=0 = (X-X")o>"+p*(¥-X"B"0>"=0

et si on résoud le systeme d’équations on obtient que:

03' = ﬂz'of.,
ce qui n’est pas un résultat satisfaisant (voir APPENDICE A). L’incapacité de la méthode du
maximum de vraisemblance de donner une seule estimation est le résultat d’'un manque

d’information. Le systéme est sous-identifié. (ref:Judge)
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CHAPITRE 2

PRESENTATION DES ESTIMATEURS:

Jusqu’ici nous n’avons pas discuté de méthode permettant d’obtenir des estimateurs
convergents lorsqu’il y a présence d’erreurs de mesure sur les variables explicatives. Une
méthode préconisée dans la plupart des livres d’économétrie est celle des variables
instrumentales. Cette méthode consiste 3 trouver une matrice d’instrument pour éliminer le
probléme de corrélation entre la matrice des variables explicatives et les erreurs de régression.
Le probléme est, qu’il est trés difficile de trouvér une telle matrice.

Prenons un exemple pour illustrer le probléme.

Si on reprend le modele de régression linéaire présenté au chapitre précédent avec les mémes

hypothéses, soit:
Y=XB +e

et qu’on suppose en premier lieu qu’il n’y a pas d’erreur sur les variables explicatives, alors en’

appliquant les M.C.O sur cette équation on trouve:

p =xm)'x'D)
et si on substitue Y par sa valeur

pour montrer que f est convergent on calcule le pIimf:
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B =p + (XX 'X'e

plimf = B + (plim(X'X/N))™ plim(X'e/N)

= + Q"0

ol plim(X'x/N)=1im, . (X’X/N)= Q, est une matrice non-singulitre (une hypothese bien
connues du modele classique linéaire général) et plim(X’'e/N) = lim, . E(X'e/N) ou
E(X'e) =0 car X est non-stochastique et que E(e)=0 (une autre hypotheése du modele
classiqﬁc). Le fait que E(X’e) =0 nous indique que les éléments de X et ceux de e sont non-

corrélés. Mais dans le cas ol plim(X'e/N)+#0 (corrélation entre X et e) on voit
automatiquement que les M.C.O. deviennent non-convergents. La méthode des variables
instrumentales consiste donc a trouver une matrice, par exemple W, tel que plim(W'e/N) =0.

L’estimateur des M.C.O devient, si on remplace la matrice X par w:

B = WX WY

ol plimB = PB.Lamatrice W est formée de variables fortement correlées avec celles contenues
dans X mais pas avec e. En pratique, il est treés difficile de trouver une matrice, comme la

matrice W, qui posséde toutes les caractéristiques voulues.
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Une alternative a 1’approche des variables instrumentales mais qui n’a regu que trés peu
d’attention dans la littérature récente est discutée en particﬁ]ier par PAL (1980). PAL présente
pour un modele de regression qui ne contient qu’une seule variable explicative six estimateurs
basés sur les moments du troisitme ordre des observations. Ces estimateurs ont, sous des
hypothéses trés raisonnables, la propri€té d’étres convergents méme §’il y a presence d’erreurs
de mesure sur les variables explicatives. Il mentionne qu’un de ces estimateurs a été suggeré par
DURBIN (1954), un autre par DRION (1951) th un troisitme par GEARY (1942). Un des
estimateurs que nous allons considerer sera celui de DURBIN et dans le reste de 1’exposé, on
I’appelera B,. Cet estimateur a la propriété d’étre aussi sans biais lorsqu’il n’y a pas d’erreurs
sur les variables explicatives, ce qui n’est pas le cas pour les autres estimateurs mentionné par
PAL. PAL fait allusion au fait que I’estimateur d¢ DURBIN peut étre facilement généralisé au
cas ol le modele contiendrait plus d’un régresseur.

Il existe aussi d’autres estimateurs convergents (méme s’il y a presence d’erreurs de mesure
sur les variables explicatives) basés sur des moments échantillonaux d’ordre plus élevés. Pour
le cas o un modele de régression aurait seulement une variable explicative, des estimateurs basés
sur les quatriémes moments ont été proposé€s par GEARY (1942) et PAL (1980). Un de ces
estimateurs sera aussi considéré, car il demeure sans biais dans le cas ou il n’yk a pas d’erreurs
dans les variables indépendantes. Cet estimateur, de méme que B4, sera généralisé au cas ol il
y a plus d’une variable explicative et s’appelera B, pour le reste du texte.

Bget B, dans leur forme univariée(forme initiale), prenaient la forme suivante:
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Txly,
)2

p.g:

_ Ixy, - 3ExINExy,
D > T 2

On peut facilement démontrer que, si les erreurs de mesure sont indépendantes et suivent une loi

normale, plimB, = B,  plimP, = PB.Le modele de régression univarié sous-jacent s’écrit:

Y=a + Xp tu,

x=X+v, v-N(0,02I) E(u)=0, V(u)=02I, V(u,)=0Z et les variables x et y, telles
qu’exprimées plus haut sont en déviation de la moyenne. La particularité de B, est le terme de
correction 3 (Xx3/N) Xx,y; du numérateur et celui du dénominateur 3 (Xx?/N) ¥x?2, introduits
pour tenir compte du fait que les erreurs v sont normalement distribuées.

Sous I’hypothése HO (absence d’erreur de mesure sur les variables explicatives), B4 et B p sont
sans biais. Mais le probléme que pose ces estimateurs, et ceci est reconnu depuis longtemps, est
qu’ils sont beaucoup plus erratiques que les estimateurs des M.C.O correspondants [voir: Kendall
et Stuart(1963), Malinvauld(1978) et la partie II du chapitre II, tableau 1]. Ceci explique

probablement le fait que ces estimateurs ne soient pas utilisés dans les applications actuelles.

Le but de ce chapitre est de présenter les nouveaux estimateurs (Dagenais, 1991) basés sur
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les moments échantillonnaux d’ordre supérieur i deux, qu’on appelera B, et B, (B est une
extension de B,). B, est une combinaison linéaire matricielle pondérée de la version généralisée
de B, et B, (Dagenais 1991). Cet estimateur, en plus d’étre sans biais sous HO et convergent
sous I’alternative H1 (cela sera montré dans I’appendice B), a la qualité d’étre beaucoup moins
erratique que B, ol B, pris séparément (cela sera montré au chapitre III).

Comme il a éi¢ mentionné par PAL(1980), tous ces estimateurs peuvent étre considérés
comme des types spéciaux d’estimateurs a variables instrumentales, ol les instruments
contiennent les variables explicatives €levées A des puissances particuliéres.

Le test de I’hypothése HO peut €tre fait avec I’estimateur B,. Mais il est & noter que le méme
test peut étm fait de deux autres fagons. Une de ces féqons est analogue au test proposé par
HAUSMAN(1978). L’autre fagons est basée sur la propriété€ d’indépendance entre les erreurs de
'la régression et les régresseurs, sous HO. Le test en question est un test exact dans les petits
échantillons car sous HO I’estimateur B, est sans biais (la distribution exacte de la statistique est
dérivable). I apparait d’apres les expériences effectuées, que le test proposé peut étre utile pour

détecter la présence d’erreurs dans les variables explicatives dans les grands échantillons, méme
si ces erreurs sont petites et le coefficient corrélation multiple est faible (y/R? faible): une
situation typique en microéconomique (voir CHAPITRE 3). Le test peut aussi avoir de la
puissance dans les petits &chantillons quand le coefficient corrélation multiple est fort (yR? fort)

et les erreurs de mesure sont importantes: une situation typique en macroéconomique (voir

CHAPITRE 3).
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Dans le cas ol 1’on suspecte fortement la présence d’erreurs de mesure sur les variables
explicatives, il est possible d’utiliser la version étendue de B, soit B, qui est aussi convergente

et asymptotiquement plus efficace, quand H1 est acceptée.
Apres cette bréve introduction des nouveaux estimateurs, on peut maintenant passer A leur

présentation.

L’estimateur %

On suppose qu’on a le modele de régression suivant:

Y=ai+Xp +u
ol X est une matrice de dimension NxK de variables non-aléatoires. Cette matrice est la matrice
X%

des variables explicatives mesurées sans erreur et on suppose que lim””"—fv— =0 ot Q est finie

et non-singuliére. Le vecteur u est un vecteur d’erreurs résiduelles normalement distribuées, de

dimension Nx1 avec E(u) =0, E(uu’) =0T y- Y estun vecteur d’observations sur la variable

dépendante de dimension Nx1; enfin B est un vecteur de pa.ramétn:s a estimer de dimension

Kx1, o est la constante & estimer et i est un vecteur unité de dimension Nx1. Explicitement:
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et

\Yn/

ey

(1

o]
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(u,) (100 . ... 0)
u, ' 610....0

u=l ., |, var(u)=E(uu’)=0%{.

\Un)

var (u) =021, implique que les erreurs de la régression ne sont pas corrélées entre elles et que

la variance est homoscédastique.
On suppose que X est non-observable et que la matrice X est observée 2 la place, soit:
X=R+v
ou v est une matrice d’erreurs de mesure (normalement distribuées) sur les variables explicatives,

de dimension NxK. La forme matricielle de v est la suivante:

(
Vig + o« .+ .« Vip
Vo, Voo = 0« Vo

v=

\Viz Vir)
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On suppose aussi que var [vect(v)]=XQ®I, ol var[.] veut dire: matrice de covariances

et I est une matrice symétrique, positive semi-definie. Soit:

(27% U S A (0, « . . . Oy

‘ Oo1ly Oz2ly « o« Opply Oz1 922 - - + Oy
var [vect(v)1= . et X< .,

Iy « + + + Ogxly) Oix « + + + Oxy

Comme on peut le constater ci-dessus, les hypothéses faites sur les erreurs de mesure des

variables explicatives impliquent que les erreurs sont indépendantes entre observations, soit:
cov(Vys, Vi, 49 =0, i=1,...,N, j, 3'=1,...,K, k#0,mais qu’elles sont dépendantes

entre variables pour une méme observation, soit: cov(vy, vy) #0, i+j. Par exemple: la matrice

(011. ce e . 0)
0O o, 0. .. O

de covariance des erreurs de mesure de la variable X, est: | ° et cette

(0 0 0. .. gy
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matrice est de dimension NxN. Cette hypothése implique aussi que pour une méme variable, les
variances des erreurs de mesure sont homoscédastiques.

B, n’a pas ét€ généralis€ au cas ou il y aurait plus d’une variable explicative. (La
généralisation de B, est donnée dans PAL). Alors voici la présentation multivariée de ces
estimateurs (Dagenais M.G. 1992) qui servent A la construction de B, et B., sous forme

d’estimateurs a variables instrumentales:

( 2 )
Xfl . . « v Xix
2 2
Xy X2« . . Xig
Bp = (zix) "lz,y ob z, = . Les x4 sont les éléments de la matrice x
2 2 2
K Xz Xms - - Xix)

et x=AX ol A =I, - ii//N.La matrice x correspond a la matrice X calculée en déviation

de la moyenne. Méme chose pour y ou y= AY.

( 3 )
X3 . s s Xy
3 3
x§1 Xz2 + .« . Xox
By = (z5x) “izly ol zi=z!-3D(x'x/N) x' et zy= - . Encore une fois
3
Kn: Xz X Xix
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les €léments de x et y sont pris en déviation de la moyenne, D(x/x/N) est une matrice
diagonale de dimension KxKX avec sur la diagonale les éléments correspondants de la matrice
x'x/N. Pour calculer D(x’x/N), on prend chaque élément de x/x/N et on le multplie par
I’élément correspondant de la matrice identité. Soit: x= (x,x, . . . x,) ol les éléments de x sont

des vecteurs colonnes et

(/) (1 7.\

x; xx . Ce e XXy
x LA 2
xxfN = 1N |- kX - - . x) = 1N
/ / / / /
\*x) Fr¥1 X2¥p XX - - Xx¥y)
et donc
(x,'xllN A
0 xx/N... O
D(x'xIN) =

0 0 0..xxN

Connaissant maintenant B, et B, on peut passer 3 B,:

I
By =W P ou w=(c'stc)"icls 1, C= *| et 5 est la matrice de covariances de( D)
Br Iy, Bs
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sous HO. Montrons plus précisément d’ou vient B,: P, est obtenu en applicant les M.C.G. sur
une combinaison de B, et B,; B, est sans biais sous HO et a comme matrice de covariance S,

soit:

Bp = @)z

et, y = xB + Au ol y=AY et x=AX. Si on substitue dans B,, y par sa valeur on obtient :

Bp = @) ZixP + (2i%) 'zjAu

alors pour montrer que B, est sans biais sous HO on calcule:

E(By) =P + (zix) 2zJAE(u) et E(u) =0 donc E(B,) = B, la matrice de covariances de B,
est:

Sp = E[(Bp-B) (Bp-B)]

=E[ ((B+(z1x) *ziAu) -B) ((B+(z1x) *ziAu) -B)’]

=E[ ((zix) 1zlAu) ((zix) 1z!Au)"]

=E[ (z,x) 1z{Auu/A’z, (x'z,) ]

=(zix) "1z{Az, (x'z,) 16% car AA’=A , E(uu’) =02I,.On procéde de la méme fagon pour

B

Br = &'y , yAY, 14X
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en substituant y dans P p on trouve: B=p+ (z5x) “1z3Au et donc B, est sans biais sous HO car
E(Bp) =B. La matrice de covariance de B, est:
Sp=E[(Bp—B) (B,-B)']

= (z;x) "1z3Az, (x'z,) "*o%. Maintenant pour obtenir B, dérivé de B, et B,,, il faut appliquer

les M.C.G. sur la forme suivante:

B u I .
(pb = CB + uD on C= IK , Up=(21x) 1ziAu et up={z;x) "*z,Au ce qui donne:
P, P,

pH = (C/S’IC)‘IC’S—I[ED]

P

ou plus précisément, si on applique les M.C.O sur la forme suivante:

B u . : N
P [pD =PCB + P uD ol P est une matrice non-singuli¢re de dimension 2Kx2K telle que
P, P,

pP/p= 51, alors

p”)= (PC)'PC By

pPC)'P
(PC) (pp

B,= (C'P’PC) -t (C'P'P) (g”) et donc B,=(c'sC) '10’5'1[2”) ol S est la matrice d-
P, P,

32



Sp S
covariance de (BD) et est donnée par: »,D o ol
Bs Spp Sp

Spp= (zix) “1ziAz, (x'z,) *0%. La matrice de covariance de B, est donnée par:
V(B = (C's2¢’) * (o2 estinclus dans S72). B, sera sans biais car B, et B, sont sans biais

sous HO soit:

E(B,) =(C/sc)icist E (g”)
P,

=(c/s™tc) c/sicP car E [gj = cP
=P
L’application des M.C.G. sur la forme décrite plus haut donne un estimateur qui est une
combinaison linéaire matricielle optimale de B, et B . I est possible de montrer que I’estimateur
résultant d’un arrangement de la sorte aura une variance plus petite ou égale a la plus petite des
variances des deux estimateurs B, ou B, (Theil, H. et A.S. Goldbeger (1961)). On peut montrer
que B, demeure convergent (convergence en probabilité) en présence d’erreurs de mesure sur
les variables explicatives (voir APPENDICE B).
Il existe une autre fagon (plus simple) pour déduire B, ceci en utilisant

la méthode des régressions artificielles (MacKinnon 1992). 1l s’agit, dans un premier temps, de
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former K régressions artificielles en prenant X comme variable dépendante et (z,, z,) comme

variables indépendantes soit:

X =0,2,2) +h

(Ya,, + =+ « - Ya,)
Y, Ya, - + - Yp,
Ya
ot TI'=|ys|, explicitement: I'= Yo, Yo, + + * YB, et
Yé Y(-'11 Ycu ot Ycur
Yeu Yo © ° - Yoo
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est une matrice d’erreurs de dimension NxK avec E(h) =0. On

applique les M.C.O. sur X=(i,z,,z,)T' + h et on trouve ainsi I' et on calcule

X= (4, z,, z,) I'. Pour terminer, on transforme £ en £ (en déviation de la moyenne) et on utilise £
comme matrice d’instrument soit:
By = @)%Yy .
On peut remplacer x par R, soit:
By = @74y ;
On peut faire cela parce que x=(z,, z,) I'+ A et 2/A=0. Enfin, la matrice de covariance dep,,
sous HO est: V(B,) = (R/R) 0% ol o? est estimé par 8%= (upu,/N-K-1) et u,=y-xB,.

Connaissant maintenant 15” on peut passer 2 la présentation de ;BE comme il a ét€ mentionné

plus haut dans le chapitre.
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L’estimateur f_:

L’estimateur B, dérivé d’une combinaison linéaire matricielle optimale de B, et B, sous
HO, demeure convergent lorsqu’il y a des erreurs sur les variables explicatives. Mais il est
possible de déduire un estimateur alternatif (B ;) qu{ serait une combinaison linéaire matricielle
asymptotiquement optimale de B, et B, sous I’hypothése H1 (présence d’erreurs de mesure sur

les variables explicatives). On peut trouver cet estimateur en substituant dans P 5 la matrice §*

a la matrice S. Soit:

® g-
N * = - P 2 D DP .
ou W* = (C/8**¢c)1¢'§* et §*= . On peut montrer maintenant comment on calcule
pe

/
e 52

la matrice §°.
SousH1, ¥= yN(B,-B) = (zix/N)1zlan/yN. ¥ ala méme distribution asymptotique que
A= [plim(zix/N)]1-1z!an//n, puisque plim(A-¥)= 0. Donc la matrice asymptotique

de covariance de yN(B,-B) est:
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lim,, _WV(A)=lim,, _ E(AAY=lim,__ E{([plim z{XIN]"zfAn/ﬁ\'f)([plim 2 XN} "2 AN

/ /
= ([plim z{x/N] 1 lim,, E—z-l-é%-é-zi [plim z{x/N] -1y,  Cette

expression peut €tre estimée de fagon convergente (White 1982) par:

o2
NS$;= [z -lgv:;‘f"&ﬂ_”f"_[x'zl N}t

o 2,,=z,,-z,, Z,, estlaitme ligne de z, et z, est un vecteur (1xK) de moyennes des K
variables contenues dans z,, M, =y;-x;B, est le iéme élément de v, y, et x, sont
respectivement les €léments de la i¢éme ligne de y et x. De la méme fagon on trouve que

2N2/ 2 g ENZ, 2 2
N8;=[zix/N] '1_{_1_2..;\]’.5_”_53 [x'z,/N] " et N8Jp=[2z1x/N] ’1—-1—}—1% [x'z,/N] 2.
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Présentation du test:

Pour terminer le chapitre I, nous allons maintenant passer a la présentation du test pour la
présence d’erreurs de mesure sur les variables explicatives.

L’approche des régressions artificielles utilisée pour dériver B, et B peut étre utilisée pour
tester I’hypothése HO. On définit:
A=x-2%
ol X=(i,z),z,)I et X=(i,z,z,)I'+A. Si on suppose qu’il n’y a pas d’erreur sur les
variables explicatives (X=X), on peut écrire:
Y= qi+XP+u = ai+(A+R) B+u
=qi+hp+RXB+u
sionpose B=y = Y = ai+fPp+hy+u,
on peut écrire aussi que
Y = ai+Xp+AB+hy-AP+u
ai+ZP+AB+A(y-B) +u

ai+XBp+AP+A(B) +u ol B=y-P=0

ai+(R+A) P+A(O) +u

ai+Xp+R0+u.

Alors sous HO, on régresse Y sur X et A. Le résultat attendu est que les éléments du vecteur
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de coefficient associés i la matrice A soient tous égaux 2 zéro. Le test "F" habituel, qui a (K,
N-2K-1) degré de liberté (K restriction et 2K+1 paramétres dans la régression), est utilisé pour
tester 1’hypothése nulle (HO : © = 0).

Deux fagons alternatives existent pour tester exactement la méme chose:
1) Un test qui repose sur le fait que, sous HO B, et B, sont sans biais donc E(B,-B,) =0,
alors que sous H1, plim(B,-B,) #0.

Le test est donné par:
m = (By~B)'G™(B,-B,)/8”
oll GB82 est I'estimateur la matrice de covariance de (B - B, ) sous HO. On calcule cette matrice
de covariance par VI[B,-B,) =E[(B,-B,) (B,-B,)'] =Go? et G=JJ’

(z1x) 1z{A .
, ,_|-(x'x)*x/. On estime o? par 82=
(Zz2x) 1zA

. e.e N
ol J=(cC/s1c) '1c'5‘1[ —L7L on

/
€y

e, =y~-xP,. On peut estimer aussi 82 par NoK-1

ol e=y-xB,.

Enfin, on calcule exactément la "p-value" associée & m. Cette valeur est définie comme étant
la probabilité que sous HO la variable aléatoire correspondant & m ait une valeur plus grande que
celle observée pour 1’échantillon considéré. Pour un test effectué & un niveau de 5% de
signification, HO sera rejeté si la "p-value" de m est plus petite que 0.05 (voir APPENDICE B
pour le calcule de la "p-value” associée & m).
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2) La deuxitme fagon, scrait sous HO, de faire la régression de e, dérivé de B, sur x soit
: e,=x0+f ol & est un vecteur de dimension Nx1 d’erreurs de régression. @ est un vecteur
de dimension Kx1 de paramétres inconnus. Sous HO, la corrélation entre e, et x est nulle donc
tous les éléments de 6 devraient étre €gaux a zéro. S’il y avait des erreurs dans les variables

explicatives, les éléments de O seraient significativement différents de zéro. On estime ici®
par 8 en utilisant les M.C.G., car sous HO:
§=ey,

ey=y "Xﬂ H

(z4x) 1z}

(zix)1z!
=xP +Au-xP +x (C'S™1C) '1C’S'1[ * Hau

/

fon -1t

(zyx) 'z,
fon -

(ZZX) 122

=Mu ou M=(I-x(C/S™1C) '1C’S‘1[

et Ve, =E(e,,e£,) =o2MM’. L’estimation de 6 par les M.C.G. est
0= (x'(MM') 1x) 1x/ (MM') "1y. Le probléme maintenant est} de trouver ’inverse de MM’ car
cette matrice est singuliére. La méthode de I’inverse généralis€é de Moore-Penrose résoud ce
probléme. L’inverse généralis€ de MM’ est (MM) * et on le calcule comme suit:

(MM') *=HD™*H' (MM') ’ oll D est une matrice diagonale de dimension rxr (r=N-K-1)etles

éléments de la diagonale sont les valeurs propres (différentes de zéro) de (MM') ‘MM’. H est de
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dimension Nxr et est une matrice de vecteurs propres correspondants au r valeurs propres de (MM') ‘MM

soit: (MM’) ‘MM’ est de dimension NxN et de rang N-K-1

A, . ... o) (my, . . . . om)
04, ... © my, my, . . . m,

D=1|" et H=| ' (Theil, H. (1971)).
(0 0 . . . Aypy, \My; Myz = « .« My

Enfin le test "F" habituel peut étre utilis€ pour tester 0=0. Ce test a (K,N-2K-1) degré de
liberté (K restriction et 2K+1 paramétres a estimer). Il est A noter que si N~ alors Mu-u donc

pour les grands échantillons les M.C.O peuvent étre utilisés pour estimer 0.
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CHAPITRE 3
Ce chapitre se divise en deux parties:

a) Trouver des éléments d’explication (I’explication est valable pour B, qui est une extension
de B,) de la meilleur performance de B, sur B, et B,. Dans le cas ol il y a présence d’erreurs
de mesure dans les variables explicatives, essayer de comprendre pourquoi B, (et B extension
de B,) semble, encore une fois, avoir une meilleure performance que B, (M.C.O).

b) Expériences de Monte Carlo permettant de comparer B, et B relativement 2 B, .

Partie a):
ELEMENTS EXPLICATION DE LA MEILLEURE PERFORMANCE

DE B, PAR RAPPORT A B, ET B,

a) Dans le but d’expliquer cette meilleure performance, il peut étre utile de calculer la grandeur
relative de 1'écart type des estimateurs B, B, et B, quand il n’y a pas d’erreur sur les variables
explicatives. Cela se fait en divisant les écarts types de ces estimateurs par ceux desf,

correspondants (voir Tableau 1).
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Tableau 1

ECART TYPE DES ESTIMATEURS INDIQUES / ECART TYPE DES M.C.O.

Paramétres B B B
B, 10.4 4.6 3.6
B, 9.9 18.5 2.0
B, 4.0 5.6 2.1
B, 25.3 6.2 2.4

On constate au Tableau 1, le gain remarquable d’utiliser B, au lieu de B, et . Par exemple,
si on prend I’estimation du coefficient B o les ratios de B, et B, sont respectivement de 25 et
6 pour 1 tandis que pour B le ratio est seulement de 2.4 pour 1. Cependant, il est important de
noter que les résultats présentés dans ce tableau dépendent des données utilisés pour ces calculs,
ceci n’est qu’une illustration. La description de ces données est présentée a la partie b) de ce
chapitre.

Sachant que les trois estimateurs peuvent étre interprétés comme des estimateurs a variables

instrumentales obtenus en remplagant les variables explicatives X par £ (ceci revient 3 utiliser

une approche de variables instrumentales) o £ est obtenu en régressant X sur z, ou sur z, ou

bien sur les deux et sachant que les variances de ces estimateurs dépendent de la corrélation de

ces variables avec les variables explicatives (voir APPENDICE C), alors il peut étre utile

d’examiner la racine du coefficient de détermination (y/RZ?: coefficient de corrélation multiple de

la régression) de la régression des quatres variables X, sur z, ou z, ou bien sur les deux (voir
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Tableau 2).

Tableau 2

COEFFICIENT DE CORRELATION MULTIPLE DE LA REGRESSION DE X, SUR z,

Variables dépendantes Variables indépendantes
z, z, z, et z,

estimateurs correspondants

(B) (Bo) (B,)
X 0.42 0.26 - 0.44
X, 0.51 0.16 0.69
X, 0.63 0.25 0.78
X, 0.27 0.44 0.51

Pour mieux comprendre comment B, peut avoir une meilleure performance sur B, et By, il
peut étre utile d’étudier, au Tableau 2, la contribution marginale sur le ﬁ!ﬁ de ’ensemble de
variables contenues dans z, une fois que I’ensemble de variables contenues dans z, a déja été
introduit comme instrument pour & et aussi la contribution marginale au yRZ de z, une fois que z,

a déja été introduit comme instrument pour %. En d’autres termes, on essaie de voir si le fait



d’ajouter z, & z, ou z, & z, contribue 3 augmenter le yR? par rapport au fait d’avoir z, ouz,

seul. On constate que dans le cas de X,, X, et X, I'introduction de z, n’augmente pas fortement
la corrélation multiple en comparaison de celle obtenue seulement avec z,. Cependant, le cas

est différent pour z,.

Partie b):

EXPERIENCES DE MONTE CARLO

Différentes mesures comme: la Racine Carrée de 1’Ecart Quadratique Moyen, L’Erreur de
Type I, le Biais, seront utilisées et donc dans un premier temps nous allons expliquer ce que sont
et a quoi sérvent ces différentes mesures.

Enfin, nous allons présenter les différentes expériences de Monte Carlo servant 3 mesurer la

performance relative de B, et B, par rapport & B, .

Racine Carrée I’Ecart Quadratique Moyen: mesure la dispersion de I’estimateur autour de la

vraie valeur. Un bon estimateur par rapport a un moins bon, a un REQM plus faible. On le difinit

comme suit:

REQM(B,) = JE[B,-B1%=/BIAIS(B,)2+VARIANCE ()

Biais: Mesure la différence entre les vraies valeurs d’un ensemble de paramétres et la moyenne
des estimations de ces parametres. Si cette différence est non nulle alors on dit que 1’estimateur

est biaisé. Définition: BIAIS(B,) = E(B,) - B
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Erreur De Type I: La probabilité de rejeter I’hypothése nulle (HO), qui suppose qu’un parameétre

k est égal & une valeur donnée, alors que I’hypothése est vraie. On la calcule de la fagon
suivante:

[1 - (nombre fois qu'HO est accepté / nombre d’échantillons)] x 100. Pour avoir le nombre de
fois qu'Ho est accepté, un test-t est effectué au niveau 5% pour un paramétre k sur chaque

échantillon.

Les différentes expériences de Monté Carlo discutées plus bas, concernent B, etP.
relativement 2 B,. La performance relative de ces estimateurs, comme il a été expliqué, est
mesurée en terme de REQM de Biais et d’Erreurs De Type 1. La Puissance du Test est aussi
discutée (définie comme suit: le nombre de fois qu’H1 est acceptée alors qu’H1 est vraie /
nombre d’échantillons avec erreurs de mesure). Seulement les cas ou les erreurs de mesure
affectent une ou deux variables ont été considérés et dans ce dernier cas, on a supposé que les
erreurs de mesure des deux variables n’étaient pas correlées. Il est & noter que les expériences
effectuées plus bas ont été effectuées en fixant la probabilité que les échantillons comportent des
erreurs de mesure, 3 50%. 1l est probable que si les expériences avaient ét€ effectuées avec 100%
des échantillons affectés d’erreurs, la performance des estimateurs proposés aurait augmenté
relativement celle de B, (M.C.O). Mais probablement pas la performance relative de B, par
rapport 2 B,. D’autres éléments comme la matrice de corrélation des variables indépendantes ou

la matrice de corrélation des erreurs de mesure peuvent affecter la performance relative def

et Bg.



Expériences avec les données d’une enquéte sur les consommateurs

Les données utilisées pour faire les expériences sont tirées de I’enquéte faite par Statistiques
Canada sur les Finances des Consommateurs en 1986.

On utilise un modele simple reliant la consommation totale annuelle aux variables suivantes:

X, : revenu annuel du chef du ménage
X,: age du chef du ménage
X,: revenu annuel des autres membres du ménage

X,: nombre de personnes-semaines formant le ménage durant 1’année

Pour garder une certaine homogénéité de 1’ensemble des observations, on a gardé les
observations pour lesquelles le revenu total du ménage se situait entre $25000 et $55000. Les
parametres utilis€s pour générer la variable dépendante sont ceux montrés dans 1’équation

suivante:
Y=1+1X +1X, +1X, + 1X, + u
ol u est un terme d’erreur de régression. Les variables X observées dans 1’échantillon sont

supposées €tre les vraies valeurs des variables (Note: les paramétres de I’équation ci-dessus ont
été fixés a 1 dans le but de faciliter I'interprétation des résultats). Les Y ont donc ét€ générés en

utilisant 1’équation ci-dessus avec un terme d’erreur normalement distribué ayant pour matrice

de covariance 02I. Dans les différentes expériences, o, a été fixé a différentes valeurs dans le
I

but d’obtenir différentes valeurs du coefficient de détermination théorique qui est défini comme

suit:
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R® = (P'%'ZB) / (B'R'ZB+No7)
(les &, sont en déviations de la moyenne). Aussi, des erreurs de mesure normalement distribuées
on été ajoutées aux variables X. L’importance relative de ces erreurs de mesure a été évaluée

pour chaque variable par le ratio de la variance des erreurs de mesure divisé par la variance de

var(v;)

_2_ ou i=l,...4). Des échantillons aléatoires de
var (X;)

la variable originale concemnée (4;=

différentes tailles on €t€ obtenus de I’ensemble total disponible de 4400 observations. Dans toutes
les expériences discutées plus bas, les erreurs de mesures introduites, affectent la variable)?:L
(revenu annuel du chef du ménage) ou bien les variables X, et X, (revenu annuel des autres

membres du ménage). Pour mieux comprendre 1’importance relative des erreurs de mesure

affectant les variables explicatives dans les différentes expériences, il est utile de regarder le

Tableau 4. Par exemple, dans les expériences ol seulement )?1 est affect€ d’erreurs de mesure

avec une variance de 5% de la variance de X, il est implicitement supposé que le revenu du
chef du ménage est rapporté avec une erreur moyenne absolue de $1526, ce qui correspond a

6.1% de la valeur moyenne de X, . Il est aussi supposé que 95% des répondants vont rapporter

la valeur de X, avec une erreur absolue plus petite que $3825 (approximativement). Cela suggére

qu’un cas d’erreur de 5% est probablement une représentation plausible des erreurs de mesure
présentes dans les enquétes de revenu. Un pourcentage plus haut correspondrait a des erreurs de
mesure sur les variables qui sont plus difficiles & appréhender, comme la richesse personnelle

nette ou bien sur d’autres types de variables économiques, comme les variables agrégées
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macro-économiques.

Tableau 4

Statistiques Sommaires pour L’échantillon Complet de 4400 Données

=~

Variables X, X, X, X,
(8) (Années) ($) (Pers.-Semaines)
Valeur min. -=17802 20 -15000 52
Valeur max. 67832 80 62713 468
Ecart type 8553 13.06 8183 67.32
Moyenne 25116 42 .36 8116 167.49

Taille vVal. % de la Val. % de la Val. % de la Val. % de la
var. moyenne moyenne moyenne moyenne
des

erreurs

5% 20, 3825 15.2 5.841 13.8 3659 45.1 30.106 17.97
E(|v]) 1526 6.1 2.330 8.9 1460 17.9 12.01 7.2

10% 20, 5409 21.5 8.259 19.5 5175 63.8 42.58 25.4
E(|v]) 2158 8.5 3.285 7.8 2064 25.4 16.98 10.1

6338 78.1 52.15 31.1

15% 20, 6625 26.4 10.116 23.9
.5 2528 31.2 20.8 12.4

E(|v]) 2643 10.5  4.036

o W

25% 20, 8553 34.1 13.060 30.8 8183 100.8 66.319 39.6
E(|v]) 3412 13.6  5.210 12.3 3265 40.2 26.457 15.8

50% 20, 12095 48.2 14.306 33.8 8964 110.4 73.745 44.0
E(|v]) 4825 19.2 5.707 13.5 3576 44.1 29.419 17.6
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Pour évaluer les performances relatives de B, et B, trois critéres on été retenus: le Biais,

la Racine Carrée De L’Ecart Quadratique Moyen (REQM), la Probabilité¢ D’Erreur Du Type 1
lorsqu’on teste 1’hypothése (HO) que le parameétre estimé est égal A sa vraie valeur. Trois

expériences on été effectuées soient:
1) expérience avec erreurs de mesure sur £, seulement, en fonction de A pour un R? donné et
avec un échantillon de 500 observations;
2) expérience avec erreurs de mesure sur %, et %, (A=5%) en fonction de la taille de
I’échantillon pour un R? donné;
3) expérience avec erreurs sur X, seulement (A=25%) en fonction de la taille de I’échantillon
(Note: chaque expérience a été faite avec 250 échantillons).

Comme il a ét€ montré au Chapitre 1, le Biais asymptotique pour les M.C.O (B,) provient du
fait qu’il y a présence d’erreurs de mesure sur les variables explicatives. Soit, dans le cas ot il
n’y a qu’une seule variable explicative: pIimB,=B/ (1+A) . En faisant varier A on peut voir

I’évolution du Biais. Les figures 5a, et 5a, présentent le Biais des estimateursB, , B, ., Bz
en fonction de A pour un R? donné, pour un échantillon de 500 observations. Par exemple, pour
R?=0.25 (Figure 5a,) si A=10%, les Biais respectifs de Br, By . Bg sont environ de 0.06,
0.002, 0.01 ce qui veut dire: B g, €t Py ont une meilleure performance (pour ce critére) que B .
On constate aussi que P, ne performe pas mieux B, pour tout A. Si on reprend le méme
exemple mais avec R?=0.85 (Figure 5a,), la performance de B 4 Bs demeure supérieure a celle

de B, et cette fois BE1 surpasse BH1 pour tous les A, mais de peu.

L
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Figure 5a,
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La figure 5b présente aussi les résultats de la premiére expérience mais cette fois-ci pour le

deuxiéme crittre retenu soit: la Racine Carrée De I’Ecart Quadratique  Moyen (

REQM=yBiais? + Variance). On constate que les M.C.O (B Lx) pour un k%=0.25, ont une

meilleure performance que B u St P B méme si la taille des erreurs de mesure est trés grande.

Par exemple, pour 4=75% le REQM de B 1, oSt d’environ 0.36 alors que celui de B u, ©t dep g
est d’environ 0.50 et 0.45. Maintenant si le R*=0.85, on observe que P &, ©t B g, ONt une

meilleure performance que B L 3 partir du moment ot A est légérement supérieur A 10%, mais
on remarque aussi que P g, Dest toutefois pas plus performant que P g LA figure 5c présente

le troisi¢me critére retenu pour 1’expérience 1) soit: la Probabilité d’Erreur Du Type I, lorsqu’un
test-t est effectué sur un paramétre. On remarque que la probabilité de commettre une telle erreur,

lorsqu’un test est effectué sur un paramétre estimé par les M.C.O (B, ), est trés élevé relativement

acellede B g ctde B g, - Par exemple, si R?=0.85 et A=10% et que P 1, st utilis€ pour estimer
le parametre au lieu de B g, OU de B B la probabilit¢ de commettre une erreur du type I est

d’environ 56% alors que cette probabilit€ est de seulement 2% pour P u, €t 1.2% pour B .

La deuxiéme expérience a €t€ effectuée en introduisant des erreurs de mesure sur £, etZ,
d’une taille A=5% et les trois critéres de performance des estimateurs sont évalués en fonction
de la taille de I’échantillon. Les figures 6a, et 6a, présentent donc le premier critére

d’évaluation soit: le biais moyen de p 1y’ By, €t By, en fonction de la taille de I’échantillon

pour un R? donné (les indices 1 et 3 de B 1, Bu,r Bg,. signifient que c’est l]a moyenne des
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Figure 5c
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estimations des parametres associ€s aux variables &, et £, qui est utilisée pour les différents

critéres d’évaluation). A la figure 6a, (R?=0.25), on remarque que le Biais de B 1, ©St plus
grand que celui de B u, St de B g,, pour toutes tailles d’échantillons et pour un échantillon de
2000 observations, le biais de B g,, €St plus petit que celui de B &,, - Maintenant pour un R*=0.85,

les estimateurs sont encore plus performants, car le Biais, par exemple pour un échantillon de

2000 observations, s’approche de zéro alors que celui de B ,, @ augmenté par rapport a
Pexpérience faite avec le #2=0.25. On voit aussi que P 5,, Semble étre moins performant que B H,

pour I’ensemble des échantillons. La figure 6b montre la performance relative de p Ly B i, ©t B By

en terme de Racine Carrée De 1’Ecart Quadratique Moyen (REQM) en fonction de la taille de

I’échantillon pour un R? donné. Lorsque le £2=0.25 on constate que la performance def Ly
est nettement supériéure acellede B #, Ctacellede B, pour 'ensemble des échantillons testés.
Dans le cas ou R*°=0.85, B &,, devient meilleur que B 1,, lorsque la taille de I’échantillon est

supérieure 3 1000. Alors que B g, Surpasse B, seulement lorsque taille de I’échantillon est

supérieure a 1200 observations.
La troisiéme expérience a été faite seulement pour la Racine Carrée de 1’Ecart Quadratique-

Moyen des estimateurs BLI,B g St B g, avec A=25% pour %, en fonction de la taille de

I’échantillon pour un R? donné. A la figure 7, on constate que B 1, ©st supérieur 2 x, StBg

avec £*=0.25% pour les différents échantillons expérimentés. Mais on remarque aussi que I’écart

entre les nouveaux estimateurs et L diminue 2 mesure que I’échantillon augmente. Pour

52



GAUSS Mon Mar 15 19:30:40 1993

Figure 6b
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Figure 7/
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R?=0.85, B g, €t Bz on une performance supérieure 2 B 1, lorsque I’échantillon a une taille

supérieure a 75 observations. On remarque aussi que la performance de B u, Semble supérieure
adcellede B g, bour I'ensemble des échantillons.

Deux expériences ont ét¢ faites pour évaluer la puissance du test d’erreurs de mesure sur
les variables explicatives.

1) La premiere expérience a été effectuée avec un échantillon d’une taille égale 2 500. La
Puissance du test fut évaluée en fonction de A pour un B2 donné ou seulement la variable %,
était affectée d’erreurs de mesure. On peut voir les résultats de cette expérience 2 la figure 8. On

remarque que le test est puissant seulement quand A est trés grand pour un £2=0.85. Dans le

cas oil le R?=0.25, le test n’est pas puissant méme pour des erreurs trés grandes. Par exemple,

si A=75 % la Puissance du test n’est que d’environ 17%.

2) La deuxi¢me expérience qui a €t faite avec des erreurs de mesure A=5% sur %, et &, fit

¢évaluée en fonction de la taille de I’échantillon pour un R? donné. A la figure 9, on constate que
le test n’est pas trés puissant lorsque le £%=0.25 méme pour un échantillon d’une taille égale 2

2000. Dans le cas ou le R?=0.85, le test a une puissance de 100% quand I’échantillon est de

2000 observations. Pour que la puissance du test dépasse 50%, il faut que 1’échantillon dépasse
700 observations.

Pour résumer les résultats des cxpéﬁcnces avec les données de l’enquéte sur les
consommateurs on peut dire que:

i) By ne semble pas tellement meilleur que B, pour les expériences effectuées jusqu’ici. (Note
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: les expériences effectuées supposaient qu’environ la moiti€ des échantillons comportaient des
erreurs de mesure. La performance de B, devrait s’améliorer si 100% des échantillons
comportaient des erreurs de mesure).

ii) B, est sans biais lorsqu’il n’y a pas d’erreur de mesure. Donc quand il y a un doute sur la
présence d’erreurs de mesure, il n’y a pas de risque sérieux d’utiliser B, au lieu de B, . ‘

iii) Quand il y a présence d’erreurs de mesure, B, et B, sont moins biaisés que B,. Ceci
demeure vrai méme si la taille des erreurs de mesure (1) est aussi petite que 5% .

iv) Lorsqu’il y a présence d’erreurs de mesure, la probabilit€ d’erreur du type I avec B, etB,

semble toujours pres de la valeur choisie (dans notre cas, la valeur choisie est de 5%). Alors que
si on utilise B,, la Probabilit€ d’Erreur De Type I demeure grande méme si la taille des erreurs
de mesure est aussi petite que A=5%. B ne semble pas performer tellement mieux que B, pour
ce critere. (Note 2: La note 1 peut expliquer ce fait)
v) Le REQM de B, et B est plus petit que celui de B, pour des erreurs relativement petites
si le R? est fort et 'échantillon est suffisamment grand, lorsqu’une seule des variables est
affectée d’erreurs de mesure. Pour le cas ol plus d’une variable est affectée d’erreurs de mesure,
la performance relative des estimateurs B, et B, est améliorée.

Enfin, le test montre suffisamment de puissance si plus d’une variable explicative est affectée”

d’erreurs et si la taille de I’échantillon est relativement grande pour un R? fort. Dans le cas ol

un seule des variables explicatives est affectée d’erreurs, ces erreurs doivent étres grandes et le R?

fort pour que le test puisse les détecter. Donc le test n’est pas trés puissant dans ce cas.
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CONCLUSION

La présence d’erreurs de mesure dans les variables explicatives esf un probléme majeur en
analyse économétrique. Les expériences de Monte Carlo effectuées dans ce rapport ont montré
que le fait d’ignorer cette réalité peut mener A des erreurs d’inférence importante, si les
techniques d’estimations utilis€es ne sont pas appropriées. Nous avons suggéré un nouvel
estimateur B, et son extension .. Cet estimateur a ét€ plus performant que 1’estimateur des
moindres carrés ordinaires (M.C.0O.) lorsqu’il y avait présence d’erreurs de mesure dans les
variables, si ces erreurs étaient relativement importantes. Nous avons aussi suggéré un test pour
la présence d’erreurs dans les variables. Ce test s’est montré suffisamment puissant si plus d’une
variable explicative était affectée d’erreurs et si ces erreurs étaient relativement grandes. De plus,

la puissance du test augmente quand le R? augmente. Enfin, d’autres expériences devraient étre

fait sur la puissance du test pour arriver a des conclusions définitives. Il est & noter aussi que des
expériences, non décrites dans ce rapport, suggérent que la corrélation entre les vraies variables
indépendantes peut avoir un effet important sur la performance du nouvel estimateur (B,). De
plus, ’effet de la comrélation entre les erreurs de mesure des différentes variables n’a pas été

présenté dans ce rapport.
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APPENDICE A

1) Comme il a ét¢ mentionné 2 la partie II du chapitre 1, la preuve multivariée de la non-

convergence des M.C.O. n’a pas été présentée. Nous la présentons ici. Considérons :
Y=XB +u

le modtle de régression lméaJre multivariée (sans terme constant) ou X est une matrice de
variables explicatives dimension NxK avec plim(X'X/N) =2 g¢, Y est un vecteur de dimension Nx1
(variable dépendante) et u est un vecteur d’erreurs de régression de dimension Nx1 avec
E(u) =0, E(uu’) =0%I et supposons aussi que X n’est pas observé mais plutdt X ol X=%+v
et v est une matrice d’erreurs de mesures sur les variables explicatives de dimension NxX avec
E(v) =0, E(vy,u)=0,plim(v/v/N)=Z .. Sion substitue X par sa valeur dans la premiére
équation on obtient:

Y=(X-v)B+u

=BX-vP+u=PXx+e ol e=u-vf sion applique les M.C.O. sur Y=XP +e et qu'on remplace Y
par sa valeur on obtient :
B=(X'X) 2x/XB+ (X'X) 1X'e =B+ (X'X) *X’e. Pour montrer que B n’est pas convergent

lorsqu’il y a des erreurs de mesure sur les variables explicatives il faut calculer le plimf:

plimB=P+(plim(X'X/N)) - (plim(X'e/N))

ol plim(x'e/N)=plim(v/(u-v$)/N)



=plim(v'u-v/vB/N) =-plim(v'v/N)p=-Z,, B et

p1im(X'X/N) =plim[(X'+v') (X+v) /N) =plim[ (X'X/N) + (Z'v/N) + (V'E/N) + (v'v/N) ]

=Xy + X, donc plimB=P-(Zge+X ) =, B = B(I-2) o
A=(Z,+Eg) * I,
2)

SOLUTION AU SYSTEME D’EQUATIONS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

On a les quatres équations suivantes:
1) ' (y-2"B) =0
2) (X-%)'(X-X")=N o
3) (Y-X'B)/ (Y-%'B) =N 0
4) (X-%") 6o+ (Y-8"B) 67=0
Si on substitue 62 et 62 par leur valeurs dans 4) on obtient :

_ o / _ ot _O*/ _O*

si on simplific on obtient: ((Y-%°B)’)’/=(-B(X-X")/)'= Y-R'B=-P(X-X") =H et si on
multiplie 4) par B on obtient:

B(x-8") 62+B* (Y-2°B) 62=0 qu’on appelle 4°).

ii



Enfin, on a qu’ substituer dans 4°) les coefficients de 6%, 62 par H soit: -HO2+B°H02=0, en

simplifiant on trouve 62=p?c?.
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APPENDICE B

a) Pour montrer que B, et B, sont convergents, nous utilisons le concept de convergence en
probabilité et de ce fait, nous utiliserons 1’opérateur p1.im. Pour ce faire, il existe des théorémes
généraux qui sous des hypotheses appropriées permettent de calculer le plim simplement en
calculant I’espérance asymptotique, sans calculer la variance asymptotique, ce qui signifie qu’on
a qu’a vérifier la nullité du biais asymptotique.

Il existe pour cela, entre autres, deux théorémes:

Th.1: Observations indépendantes et distribuées de fagon identiques. Si Z,,2,,...,2, €St UN

ensemble de variables al€atoires et que E(z,) < o soit E(z,) =u

N

X -
et cov(z,, z,,,) =0 alors plim(—"fhlit) =lim, . E Et;z,:)

Th.2: Observations indépendantes et distribuées de fagon hétérogénes . Si 29025, 00 0,2Z, €St
un ensemble de variables aléatoires et que

3 0>0, 0<A<= / E(]|z,|'*°) < A¥™ < =, Vt soit E(z,) =u, alors

N
Y.z,

-z »
2% = lim,  E =

plim

(Note: Th.1, Th.2 sont expliqués dans le livre de WHITE: ASYMPTOTIC THEORY FOR
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ECONOMETRICIANS).

b) Comme il a été mentionné dans le CHAPITRE 2, B, et B, sont convergents mais celd n’a
pas ét¢ montré. Alors montrons maintenant que ces deux estimateurs sont effectivement
convergents sous I’hypothese H1. Pour cela, il faut montrer que B, et B, sont convergents

ensuite I’on pourra montrer que B, et B le sont aussi. Sous I’hypothése H1 on a:

Xx=X+v avec V(vect(v))=EQ1I,

Y=ai +Xp + u

si on substitue X dans Y, alors on a :
Y=ai +XB - v +u
en déviation de la moyenne, Y devient :
y=xB + Au - Avf
donc pour B, :
Bo= (zix) lzly
(Note: il est suppos€ que (z/x/N) - existe).
Si on substitut y dans B, :

Bo=B + (z{x/N) 'z Au/N-(zix/N) 1 (z.Av/N)P



Calcul du p1imB,, :

- plimBp=P+[plim(zix/N) ] plim(ziau/N) - [plim(zix/N)]1*plim(z.Av/N) B
ol

plim(ziAu/N) = Eyw (ziAu/N) =0 parce que les éléments de z, et de Au sont indépendants

et que E(u)=0. Il nous reste a montrer que plim(ziAv/N) =0 soit :

plim(z{;Av,/N) pour (j,K=1,...,K) et V=% alors,

N 2 —
XX (Vie=V)
N

plim = plim(Ex};v,,/N) - plimv, plim¥Y.x,/N sachant que

plimv,=Ey (X].,v,,/N)=0 p a1 Cc e que E(vy) =0 d onc
plim XJ. %, (v-V,) /N= plim TR +vy5) 2vyy/N

=plim¥%;,v; /N+2plim¥X&, v, v,/ N+plimEvi,v,, /N ob

1) bl.im YR yvie/N) =Ep.o(Xijvyx/N) =0 car %2, et v,, sont indépendants.

2) plim X&,4v4Vyy/N=Ey . (ER; vy vy /N) = ZE(v,,v) E(R,,) /N

= pye(1,1) X E(R;)) /N =0 car E(R;) =E(X;) -X; =0 et py(1,1) =E(vy,vy) ob
Bix(1,m) =5'ijfo

3) plim X viyv /N= By EViivy/N=po X pye(2,1) /N=0 o n
Byx(2,1) =E(v};v;,) =0 p.c.q les moments d’ordres impairs de v.a. normalement distribués

.

sont nuls (THEIL p.62-63).
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Donc plim B,= B

Maintenant il faut montrer que B, est convergent sous Hi.

Ona:
Bp=(zix) 1ziy

(Note: il est que supposé que (zjx) ~! existe)
oll z;=z{-3D(x'x/N) x' comme pour B, les éléments de B p sont en déviations de la moyenne
et donc y=xf -Avf +Au est le modele de régression sous Hi mis en déviation de la moyenne. B P
est égal 3 P,= P+ (z1x) 1zjAu-(z4x) “*z,avB. Pour voir si B, est convergent, il faut
calculerle plim B, soit:plim Bp= P+ [plim(zix/N)1‘pliml (z3Au/N) - (zJAVP/N) ]
et B, sera convergent si (1) plim [(z,Au/N)-(z3AvB/N)1=0. En substituant z, par sa
valeur dans (1), on obtient (1°):
plim(ziau/N) -plim(zg'AVﬂ/N) -3D[plim(x'x/N)]1plim(x'Au/N)

+ 3D[plim(x'x/N) 1 plim(x’AvB/N) .
Sachant que u est indépendant de z, et‘dc Xx alors on a que :
plim(zjAu/N) =E, .(ziAu/N) =0 et que plim(x'Au/N) =E,,..(x'Au/N) =0.

Et:
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¥ ) lrsg/
p1im(ziAvB/N) =plim(z} [I,~11'/N] vB/N) =plim(zZ}vB) -plim(- 22112 ; M8,
ol plim(zi[ii’/N]1vB)=plim(z}i/N)plim(i'vB/N) =0 et donc
plim(zAvB/N) =plim(zivB/N) de la méme fagon

plim(x/AvB/N) =plim(x'vB/N).

Enfin pour montrer que plim B,=p il faut montrer que:

plim ziv/N + 3D(plimx'x/N) plim(x'v/N) =0

Pour un €lément représentatif (j,K) on a par exemple :
plim(z3;vy/N) = plim(EY., (%,,+vy,~7,) vy /N
=plim(XinRiyvie/ M) + plim(TY.,viv,/N) - plim(Xi. Vv, /N)
+3plim(Xi %3;vyyvi/N) - 3plim(E{ X3V, vy /N) + 3p1im (TN, R, Viyvie/ M)
-3p1im(X Vi Vivy/N) + 3plim(R, Viiv, /N) + 3plim(Xin vy V2v,/N)
~6plim(Xi., %, v,V v/ N) .
4) le plim (X}, R;vy,/N) =By (EX};v,,/N) =0 parce que %, et v, sont indépendants et
que E(v,,) =0.
5) plim(X3.vi;Vye/N) =By (EViyvye/N) =p,e(3,1) #0 car les moments pairs d’une

distribution normale sont différents de zéro.

6) plim(¥X3., Vv, /N =plim(V X}, v, /N) =plimV, plim(Xv,, /N) et donc

viii



plim(Xi v, /N =E, X (v /N) =, Z(E(vy,) /N) =0
plim(Xi.,Viv,/N) =0 |
7) 3p1im(Efa RV v/ M) =3By o (X1 R2vy vy /N) =3, (Xoz,b1e(1,1) /W)
=30% 1,xr(1,1)
8) 3plim(Xi, R, i;v,/N) = -3plim(X¥Y., (Vi3VyVix/ N) =0 parce que

E(Viyvy) =p4x(2,1) =0 (moments impairs d’une loi normale sont égaux & z€éro).

9)
3plim(X R, V2 v/ N) =3plim(V;? Xi.R, v,/ N) =3plimv;? plim(X],& vy

et plim(Xi R ;Vy/N) =Ey (T R,,vy/N) =0 car E(v,) =0 =E(%,,)

10)

3plim(Xi. vy V;vye/N) =3p1im(V]) « plim(EY. v, v,/ N)

=3plim(Vy)* plim(V}) - plim(Xi. v, v, /N)=3 + 0 * 0 plim(Xv,,v,/N) =0

car  plim(Vy) =plim(Xi.,v;;/N) =By (Xi.,v,;/N) =0 et E(v)=0.
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11)
-6p1im(Xi.1 X4V, Vyvye/N= ~6p1im(V,) - plim(X}.,v,,v,e/N) =0

car plim(v,)=0.

On a aussi pour un élément représentatif (j,K) que:

plim(xyv,/N) =plim(Xi.; (X;5+Vy;) Vie/ N) =p1im(EL., (Ryy Vet Vi Vie/ )

=Eyu (i1 (RyyVyr+VigVie) /N) =p 4 (1, 1)

Et que pour un terme représentatif (j,j) de la matrice diagonale D(x’x/N) on a que:
plim(xix,/N) =blim(2f.1 (Ry5+vyy) 2/N) =plim(Xi., (Ri;+2%,,v,,+Vis) /n)
=plim(Xi. x%;/N) +plim(X}.,2 vy;%34/N) +plim( f.lvfj}N)
=Epu (X1 X33/ N) +Ep 0 (28,4v, 5/ N) +Ey L (ZX., (VE)/N) )
=0%,+0+07,
donc
-plim(ziv/N) +3Dplim(x'x/N) plim (x'u/N) =
= “Bye(3,1) - 30,1y (2,1) + 3(0% +0% ) py(1,1)
= ~u;x(3,1) -30% 1y (1,1) #3070 p(1,1) +30F 1y (1,1)

= Bye(3,1) + 307 py,(1,1)
‘Sachant que les v, suivent une loi normale, alors (ici on utilise les propriétés de la loi normale)
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=307, * pye(1,1) donc 307 Byx(1,1) =307 Bye(1,1) =0, (j=1,K=1,....,N).

Enfin, pour montrer que g, et B, sont convergents

e, (Bp By
Pa(cs™arCS ap) ”(ﬂp)

B, = (C'8"10) 18 "”)
Bs

il faut calculer le p1imp, et le p1imB, soit:

plimP,=[C'(plim(S/N))c1-1C [plim(s/N) ] pld :")
¥ J

14
ol pli :j =(i 1;:2:)= (g)=cﬁ et ol C=(§j donc

plimP,=[c/(plim(S/Ny) 11 1C/ (plim(S/N)) “1CB=P et

plimBe=[C/(plim(8*/N))1C)2C/ (plim(8*/N)) 1 cB=p .

¢) On a supposé, au CHAPITRE 2, que les erreurs de régression et les erreurs de mesure sur
les variables explicatives sont normalement distribuées. Cela peut sembler 2 priori une hypothése

peu raisonnable mais si on étudie plus en profondeur la composition des erreurs de mesure des
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variables explicatives et les erreurs de régression, alors il devient plus raisonnable de faire de

telles suppositions si on consideres ceci:

Y=0i+B, X, +B,X,+B,X,+u ob u représente, par exemple, les variables explicatives omises alors
si on a omis : , [

u=B,X,+...+B,X,, donc u est une somme de fac’tcurs omis ol chaqu’un des facteurs n’est pas
nécessairement normalement distribué mais la son?’xmc des facteurs, (on a de bonnes raisons de
croire que le nombres facteurs tend vers 1’infini) par le théoréme central limite, convergera en
distribution vers une loi normale soit:

N2 30 (X,B,~E(X,B,))—¥ N(0,02I). Maintenant pour les erreurs de mesure sur les
variables explicatives, I’explication est la méme en ce qui concerne I'intuition sous-jacente. Les v,
sont des sommes de facteurs omis et par le théoréme central limite chaque vecteur v, est
normalement distribué ce qui implique que I’ensemble des vecteurs v; est normalement distribué

(Johnston (1985), Judge (1985)).

d) On calcule la "Valeur-P" associée & m comme suit:

Pr(fi > m) =Pr[n/[JG T-m[I-x(X'X) *Xx'] / (N-K-1) 0] >0 o
fi= (u'J'G1gu/o?) / (8%/ 02') . Alternativement & peut é&tre vu comme:
fi= ((n'JG72am) / [/ (I-X(X'X) "*x)n/ (N-K-1) ]) ol e, est exprimé en terme de u et

N. m est une variable normale réduite: n=u/o.
Enfin, cette probabilité (Pr (fi>m)) peut se calculer par la procédure d’Imhof. (Imhof, P.J.

(1961))
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